Российская Экономическая Школа

Математическая Статистика

Домашнее задание 3 – Решение
Задача 1.

Игровой автомат случайным образом выдает в каждой однократной игре одну из цифр «1», «2», «3» или «4». Создатели автомата утверждают, что цифра «3» выпадает в 2.2 раза чаще, чем цифры «1» и «2» вместе. Сто однократных игр дали следующий результат: 

	цифра
	«1»
	«2»
	«3»
	«4»

	число появлений
	19
	22
	34
	25


Проверьте, совместим ли этот итог с утверждением создателей игрового автомата.
Решение.

В данном случае наблюдается полиномиальное распределение с неизвестными вероятностями, и требуется проверить гипотезу 
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:2.2()

Hppp

=+

. Решим задачу при помощи метода максимума правдоподобия (критерий хи-квадрат Пирсона использовать также можно, но он значительно менее мощный).
Найдем сначала оценки максимума правдоподобия без ограничений (то есть при альтернативе) :
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При гипотезе,
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Отношение правдоподобия :
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При гипотезе, эта статистика распределена по 
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, а для нее 
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, и следовательно, гипотеза отвергается на любом разумном уровне значимости.

Задача 2.
Имеется независимая случайная выборка 
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  извлеченная из нормальной генеральной совокупности с параметрами 
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. Параметр 
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 известен.
1. Предложите и обоснуйте критическую статистику для проверки гипотезы 
[image: image17.wmf]22
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 при уровне значимости, равном 5%.

2. Подробно опишите критерий проверки гипотезы 
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 при альтернативе:
(a) 
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(b) 
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(c) 
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3. Для каждого критерия из пункта (2) постройте (например в MS Visual Studio) график его мощности в зависимости от отношения 
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 – истинное значение).

Ответьте на вопросы пунктов (1) и (2) в предположении, что параметр 
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 неизвестен
Решение (via Pavel Stetsenko).
(1) 
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, уровень значимости: 
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В качестве критической статистики возьмём величину 
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. Тогда в качестве критерия для проверки гипотезы 
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 с уровнем значимости 
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 можно взять следующее правило:


{если 
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, то неотвергаем гипотезу 
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где 
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 – произвольный параметр, от которого зависит мощность критерия.

Проверим, что уровень значимости этого критерия действительно равен 
[image: image37.wmf]a

.
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Пусть 
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. Тогда мощность критерия равна:
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(2) Различные варианты альтернативных гипотез.

(а) 
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(б) 
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Построив графики зависимости мощности критерия от отношения 
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, обнаружим, что для гипотезы (а) 
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 наиболее равномощным является критерий с 
[image: image46.wmf]ya

=

, для гипотезы (б) 
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 наиболее равномощным является критерий с 
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. Для гипотезы (в) наиболее равномощного критерия не существует. Можно выбрать, например, 
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(а) {если 
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(б) {если 
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((в) {если 
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Зависимость мощности критерия 
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 от отношения 
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 приведена в конце первого пункта. Строим график с помощью Mathematica 5.0:
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Если параметр 
[image: image62.wmf]m

 неизвестен, то в качестве критической придется брать статистику 
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. Согласно лемме Фишера, она распределена как 
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 степень свободы). Таким образом, единственное, что изменится в первых двух пунктах – число «20» перейдет в «19». При этом график в пункте (3) также почти не изменится (во всяком случае, эти изменения не заметны невооруженным глазом). Итак, критерий:


{если 
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где величины 
[image: image68.wmf]y

 остаются такими же, как и в пункте (2).

Задача 3.

В течение некоторого времени на АТС регистрировалось время между соседними звонками (в минутах):

0.18, 0.78, 1.38, 1.58, 0.48, 2.25, 0.06, 1.36, 0.02, 0.90, 0.36, 0.64, 4.39, 1.77, 0.90, 1.77, 3.72, 1.09, 0.09, 0.60, 0.58, 0.26, 4.12, 2.75, 0.10, 1.00, 1.22, 2.85, 0.46, 0.33, 0.07, 1.13, 2.23, 0.53, 0.08, 0.40, 0.92, 0.81, 0.64, 2.31, 0.37, 0.21, 0.28, 0.21, 0.43, 0.04, 2.37, 2.41, 0.25, 0.72, 0.31, 0.50, 1.83, 0.36, 0.93, 1.34, 0.52, 3.39, 0.56, 0.57. (Данные те же, что и в прошлом ДЗ).

Предполагая, что время между соседними звонками распределено по показательному закону с функцией распределения
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постройте и обоснуйте критерий статистической проверки гипотезы 
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 при уровне значимости равном 
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; проверьте с помощью этого критерия гипотезу 
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Решение.
Здесь возможно два подхода, основанных на точной или же асимптотической оценках, полученных в домашке №2. ( Заметим, что о.м.п. в данной задаче получается просто переворачиванием дроби ).
Как мы знаем, 
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 является о.м.п., причем она имеет вид 
[image: image76.wmf]q

n

Y

2

, где 
[image: image77.wmf]2

(2)

Yn

c

:

. При нулевой гипотезе это означает, что дробь есть 
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, а следовательно, при заданном уровне значимости гипотеза принимается, когда дробь попадает в интервал 
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; в ином случае гипотеза отвергается.

Найдем ошибку второго рода ( то есть вероятность принять гипотезу, когда верна альтернатива ) : при простой альтернативе 
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что стремится к нулю с ростом числа наблюдений : поскольку 
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 из ЦПТ, то 
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процентили стандартного нормального распределения, и при 
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 левая граница интервала стремится к бесконечности быстрее любого процентиля для 
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правая граница стремится к бесконечности медленнее любого процентиля. Итак, мощность теста стремится к 1. Легкий счет (домашка-2) дает значение статистики 1.0785, а интервал [0.703,1.176], следовательно, гипотеза принимается.
Воспользуемся асимптотическим подходом. Как мы знаем,
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Найдем ошибку второго рода ( при простой альтернативе, как и раньше; тогда дробь 
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что стремится к нолю при 
[image: image99.wmf]¥
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 ( оба выражения одновременно идут к плюс или минус бесконечности ). Итак, мощность теста стремится к 1.

Для данных задачи 
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, интервал есть [0.747,1.253], поэтому гипотеза принимается (на 5% уровне значимости).

Задача 4. 

Случайные величины 
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 выбраны из распределения Пуассона с параметром 
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. Постройте равномерно наиболее мощный критерий для проверки гипотезы 
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Решение.

Построим критерий Неймана-Пирсона для данной задачи.
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, а следовательно, наиболее мощный критерий при фиксированном 
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 выглядит так :
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, поскольку альтернатива 
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. Как мы видим, область отвержения не зависит от альтернативы, из чего следует, что критерий является равномерно наиболее мощным.
Далее, 
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. Для построения области отвержения воспользуемся нормальным приближением, поскольку точно распределение Пуассона неизвестно. Тогда
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; отсюда находим 
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В условиях задачи, 
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Задача 5. 
Две последовательности случайных величин 
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 выбраны соответственно из распределений 
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. Протестируйте с помощью критерия Неймана-Пирсона на уровне доверия 
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 против альтернативы 
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. Что можно сказать о мощности этого теста ?
Решение.

Будем предполагать, что 
[image: image121.wmf]2

1

,

ms

 - известные постоянные. (Что сильно облегчает задачу ().
Составим отношение правдоподобия (сразу сокращая очевидные константы):
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По лемме Неймана-Пирсона, если 
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 фиксировано, то наиболее мощным критерием является тот, для которого область отвержения есть 
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Поступая аналогично задаче 4, мы получаем область отвержения. 
Против приведенной альтернативы данный тест не является ниболее мощным, но если ограничиться областью 
[image: image125.wmf]21
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, то область отвержения не будет зависеть от параметра.
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