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Домашнее задание 5. Вариант 8.
Вадим Черепанов


Задача 1. Дискриминантный анализ.
Решение.
Для проверки гипотезы о равенстве ковариационных матриц нормальных генеральных совокупностей на лекции был приведен критерий Андерсона. Однако в связи с этим критерием возник ряд вопросов.
[skipped: критерий в конце упражнения в рамочке]

М.Дж.Кендалл, А.Стьюарт. Многомерный статистический анализ и временные ряды.
(The Advanced Theory of Statistics, Vol. 3). М., «Наука», 1976.

3р.61к.

Глава 42. Проверка гипотез в многомерном анализе.

Упражнение 42.3.

По сути, задание упражнения – используя материал главы, вывести распределение статистики, похожей на ту, что была на лекции в «критерии Андерсона».

Пусть есть 
[image: image89.emf]0


.5


1


1.5


pc1


60


65


70


75


80


Ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè




0

.5

1

1.5

pc1

60 65 70 75 80

Продолжительность жизни

 различных 
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Рассмотрим следующую гипотезу 
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: «Генеральные совокупности имеют одинаковые характеристики рассеяния».

· Строим критическую статистику.
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- выборочное значение 
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- выборочное значение 
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- обозначение суммирования по выборке.




Например, 
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Функции правдоподобия 
[image: image27.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

1,1

1

1

exp

2

2

t

t

t

n

p

k

k

t

jltjtjtltlt

pn

n

tjl

t

Lxx

S

a

amm

p

==

=

æö

ìü

ç÷

=---

íý

ç÷

îþ

èø

åå

Õ

 

и 
[image: image28.wmf](

)

(

)

(

)

2

0

2

1,1

1

exp

2

2

t

n

p

k

jljtjtltlt

pn

n

tjl

Lxx

S

a

amm

p

==

ìü

=---

íý

îþ

åå

.



Ищем ОМП правдоподобия и, подставляя их в соответствующие функции, находим



критическую статистику отношения правдоподобия:
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Как обычно, 
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· Моменты 
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Уилкс показал, что
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· Асимптотические разложения по Боксу.



Пусть 
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Тогда справедливы следующие приближения.



1-е приближение.




[image: image40.wmf]2ln

W

-

 с точностью до порядка 
[image: image41.wmf]1

n

-

 распределена как 
[image: image42.wmf]2

c

 с 
[image: image43.wmf]f

 ст. св.,




где 
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2-е приближение.
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т.е. 
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 прежнее.



Эти и дальнейшие аппроксимации Бокс получал из разложения логарифма



характеристической функции (производящей функции семиинвариантов) в ряд



с использованием разложения гамма-функции комплексного переменного.



Анализируя дальнейшие члены ряда можно получить более точные формулы.



Однако, как отмечено в вышеуказанной книжке, уже первое приближение



достаточно хорошо для практических применений. Нам же придется использовать



второе приближение, которое в случае нашей гипотезы даст критерий Андерсона.

· Критическая статистика для проверки гипотезы 
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В нашем случае в рамках гипотезы 
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Применяя метод Бокса с параметрами 
[image: image56.wmf]1,

jp

Î

, 
[image: image57.wmf]1,

tk

Î

:




[image: image58.wmf]kp

¬

, 
[image: image59.wmf]mpk

¬

, 
[image: image60.wmf]2

t

jt

n

x

¬

, 
[image: image61.wmf]2

j

n

y

¬

, 
[image: image62.wmf]2

jt

j

x

¬-

, 
[image: image63.wmf](

)

1

2

j

jk

h

+-

¬-

, получим


[image: image64.wmf](

)

2

1

2lnlnln~

k

att

t

lnCnCf

rrc

=

éù

-=-

êú

ëû

å

,

где 
[image: image65.wmf](

)

(

)

2

1

11231

1

611

k

t

t

pp

nnpk

r

=

æö

+-

=--

ç÷

+-

èø

å

, 
[image: image66.wmf](

)

(

)

11

2

ppk

f

+-

=

.

[skipped: обратите внимание на то, что критерий внизу использует другие выборочные матрицы]

Существует аналог этой формулы, который соответствует случаю, когда выборочные ковариационные матрицы считаются по-другому. Формулу в таком виде (без доказательства) можно найти в справочнике (это НЕ наша большая и зеленая книжка!)

С.А. Айвазян, И.С. Енюков, Л.Д. Мешалкин, Прикладная статистика,

Основы моделирования и первичная обработка данных;

справочное издание;

М., Финансы и статистика, 1983;

1р.40к.
Глава 11. Предварительный анализ природы данных.

11.2. Проверка гипотез однородности и симметрии распределения.

11.2.9. Критерии однородности многомерных нормальных совокупностей.

«… Для проверки гипотезы 
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 (здесь, видимо, предполагалось, что они просто равны между собой, ведь указанная ниже статистика вообще ни на какую матрицу 
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 не опирается – авт.) используется статистика
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В случае справедливости 
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Здесь предполагается, что 
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. Кроме того, можно заметить, что в самой статистике появился настораживающий множитель 
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, а больше. Также изменился коэффициент 
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Итак, если значение статистики окажется слишком большим (т.е. 
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 будет близко к нулю), мы будем вынуждены отклонить гипотезу 
[image: image80.wmf]0

H

 и не сможем использовать линейную дискриминантную функцию Фишера.

К сожалению статистический пакет Stata не знает критерия Андерсона. Изучение этого пакета показало, что выборочные ковариационные матрицы в нем считаются по формулам, которые используются во втором из указанных выше критериев. Мы же воспользуемся первым критерием. Для этого отберем только необходимые объясняющие признаки, разобьем первые тридцать стран (обучающая выборка) по двум классам, соответствующим различной продолжительности жизни, и составим соответствующие матрицы. Далее вручную посчитаем критическую статистику (благо набор матричных команд в программе Stata достаточно большой).

Результат тестирования показал, что все-таки, несмотря на приложенные усилия по коррекции статистики Андерсона, мы вынуждены отклонить гипотезу о равенстве ковариационных матриц. В общем-то в этом нет ничего страшного. Мы построим дискриминантную функцию Фишера для случая двух классов в общем виде.

Интересно, что в некоторых случаях в качестве оценки общей ковариационной матрицы берут 
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qui {


use hw5data, clear


keep country v805 v836 v822 v531 v840 v829 v830


gen lol = 1


label variable lol "Продолжительность жизни"


label define lollabel 1 "." 2 "|"


label values lol lollabel


gen elol = 1


label variable elol "ДА: продолжительность жизни"


label values elol lollabel


gen err = 0


label variable err "Ошибка ДА"


label define errlabel 0 " " 1 "ERROR"


label values err errlabel


label variable country "Страна"


label variable v805 "Продолжительность жизни"


label variable v836 "Интегральный индикатор КЖН"


label variable v822 "Качество системы образованиs"


label variable v531 "Промышленные выбросы CO2"


label variable v840 "Уровень алкоголизма и наркомании"


label variable v829 "Расходы на образование"


label variable v830 "Процент неграмотных"

n
desc


replace lol = 2 if v805 >= 74


mkmat v836 v822 v531 v840 v829 v830 in 1/30 if lol == 1, mat(M1)


mkmat v836 v822 v531 v840 v829 v830 in 1/30 if lol == 2, mat(M2)


scalar p = colsof(M1)


scalar n1 = rowsof(M1)


scalar n2 = rowsof(M2)


scalar n = n1 + n2

n
scalar list p n1 n2 n


mat M1_ = M1 - J(n1, n1, 1) * M1 / n1


mat M2_ = M2 - J(n2, n2, 1) * M2 / n2


mat C1 = M1_' * M1_ / n1


mat C2 = M2_' * M2_ / n2


mat Ca = (C1 * n1 + C2 * n2) / n


scalar ro = 1 - (1/n1 + 1/n2 - 1/n) * (2*p^2 + 3*p - 1) / (6 * (p + 1) * (2 - 1))


scalar f = p * (p + 1) * (2 - 1) / 2


scalar zone = invchi2(f, 0.95)

n
display _newline as text "q (или 'ро') = " as res ro

n
display as text "Хи-квадрат с " as res f as text " ст.св.: крит.обл-ть gamma > " as res zone


scalar gamma = ro * (n * ln(det(Ca)) - n1 * ln(det(C1)) - n2 * ln(det(C2)))

n
display as text "Статистика gamma = " as res gamma


if gamma < zone {

n

display as text "Гипотеза о равенстве ковариационных матриц " as res "ПРИНИМАЕТСЯ" as text "!"



mat C1 = Ca



mat C2 = Ca


}


else {

n

display as text "Гипотезу о равенстве ковариационных матриц " as res "СЛЕДУЕТ ОТКЛОНИТЬ" as text "!"


}


mkmat v836 v822 v531 v840 v829 v830, mat(M)


mat E1 = J(_N, n1, 1) * M1 / n1


mat E2 = J(_N, n2, 1) * M2 / n2


mat Crit = ((M-E1)*inv(C1)*(M-E1)' - (M-E2)*inv(C2)*(M-E2)') - (2*ln(n1/n2) - ln(det(C2) / det(C1))) * I(_N)


replace elol = 2 if Crit[_n, _n] > 0


replace err = 1 if lol != elol

n
list country v805 lol elol err

}

Результат вычислений:
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Задача 2. Непараметрический кластер-анализ.
Решение.
Кластер-анализ объединяет методы решения задачи классификации объектов в условиях отсутствия обучающих выборок. В случае, когда мы в качестве критерия близости элементов одного класса хотим использовать какую-либо заданную в 
[image: image84.wmf]p
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 метрику, можно воспользоваться методом 
[image: image85.wmf]k

‑средних. Именно этим методом нам и предлагается воспользоваться в данной задаче. К счастью, в пакете Stata предусмотрен встроенный алгоритм, реализующий метод k‑средних. Ниже приведены наиболее типичные результаты испытаний.

Интересно отметить, что классификация выборки методом k-средних показала крайнюю неустойчивость в том смысле, что во многих случаях она приводила к отличным от указанных ниже результатам. Это, конечно, является следствием того, что по умолчанию в пакете Stata используется случайно выбранное нулевое приближение. Хотя это и не оправдывает большой разницы при различных прогонах алгоритма. Этим и обусловлено использование в предыдущем абзаце выражения «наиболее типичные». Для того, чтобы явно понять, какое нулевое приближение приводит к наиболее типичному разбиению на классы, пришлось отдельно изучать классификацию, меняя явно нулевые приближения. Наиболее подходящее из них вставлено в окончательный текст программы (start(segments)). При таком приближении выборка делится на 
[image: image86.wmf]k

 групп схожих элементов, в каждой группе ищется среднее, эти средние и являются начальным приближением. Интересно, что такое нулевое приближение приводит к наиболее типичному результату.

Кроме того, хочется отметить, что классификация с разбиением на два класса выглядит так, как если бы объектам приписывались номера классов случайно (т.е. никакой связи с продолжительностью жизни практически не наблюдается). Разбиение на 4 класса ни чем не лучше, только лишь сложнее понять, совсем там все случайно, или все же где-то попадаются какие-то закономерности.

Наилучшим образом выглядит классификация с разбиением на 3 класса. Здесь четко выделяется класс 3 с продолжительностью жизни менее 75,5 лет, класс 2 с продолжительностью жизни более 75,5 лет и класс 1, который содержит как страны с ожидаемой продолжительностью жизни менее 75,5 лет, так и страны с продолжительностью более 75,5 лет (их чуть меньше), накрывая практически весь диапазон продолжительностей.

Для полноты картины добавим анализ минимального, максимального, среднего значений и среднеквадратичного отклонения продолжительности жизни в каждом из трех классов.

qui {


use hw5data, clear


keep country v805 v836 v822 v531 v840 v829 v830


cluster k v836 v822 v531 v840 v829 v830, k(2) name(klol2) start(segments) iterate(1000000)


cluster k v836 v822 v531 v840 v829 v830, k(3) name(klol3) start(segments) iterate(1000000)


cluster k v836 v822 v531 v840 v829 v830, k(4) name(klol4) start(segments) iterate(1000000)


label variable klol2 "k-ср.: продолж.жизни - 2 класса"


label variable klol3 "k-ср.: продолж.жизни - 3 класса"


label variable klol4 "k-ср.: продолж.жизни - 4 класса"


label variable country "Страна"


label variable v805 "Продолжительность жизни"


label variable v836 "Интегральный индикатор КЖН"


label variable v822 "Качество системы образованиs"


label variable v531 "Промышленные выбросы CO2"


label variable v840 "Уровень алкоголизма и наркомании"


label variable v829 "Расходы на образование"


label variable v830 "Процент неграмотных"

n
desc


sort v805 klol3 klol4 klol2

n
list country v805 klol2 klol3 klol4, sepby(klol3)

n
bys klol3: summ v805

}

Результат вычислений:
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Задача 3. Метод главных компонент.
Решение.
Для использования метода главных компонент сначала рекомендуется перейти к унифицированной шкале переменных. Сделаем это следующим образом.
[skipped]

Если посмотреть на результат преобразования (для этого специально вставлена команда), то можно увидеть, что
[skipped]

qui {


use hw5data, clear


keep country v805 v836 v822 v531 v840 v829 v830


label variable country "Страна"


label variable v805 "Продолжительность жизни"


label variable v836 "Интегральный индикатор КЖН"


label variable v822 "Качество системы образованиs"


label variable v531 "Промышленные выбросы CO2"


label variable v840 "Уровень алкоголизма и наркомании"


label variable v829 "Расходы на образование"


label variable v830 "Процент неграмотных"

n
desc


replace v836 = v836 / 10


replace v822 = v822 / 10


replace v531 = 1 - 1 / (1 + v531 / 1000)


replace v840 = v840 / 10


replace v829 = 1 - 1 / (1 + v829 / 200)


replace v830 = v830 / 50

n
summ v836 v822 v531 v840 v829 v830, separator(0)

n
pca v836 v822 v531 v840 v829 v830, factors(2) cov


score pc1 pc2

}

Результат вычислений:
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Результаты вычислений показывают, что


[skipped]


График внизу показывает, что есть достаточно ощутимая линейная зависимость между значениями первой главной компоненты и значениями зависимой переменной. Таким образом, можно с достаточной в некоторых приложениях степенью уверенности судить о зависимой переменной по значению главной компоненты.


Посмотрим, что в первую очередь влияет на значение первых двух главных компонент.








[skipped]





Результаты вычислений наглядно показывают, что в данном случае метод k�средних дает не столь хорошие результаты, как, например, классификация с обучением (что, в общем-то, вполне закономерно).


Однако 








[skipped]





Как видно из результатов вычислений, классификация с помощью дискриминантной функции Фишера достаточно хорошо определяет принадлежность объекта к тому или иному классу по продолжительности жизни.


Отсюда можно сделать тот вывод, что в принципе первые 30 стран – это достаточно хорошая обучающая выборка для построения решающего правила (всего две ошибки на 47 стран! Правда, включая обучающую выборку).


Интересно отметить, что





[skipped]
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