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 Problem – 1 
Рассмотрим задачу оптимального потребления продукта длительного хранения:
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где 
[image: image2.wmf]b

 – дисконтирующий множитель.

(a) Разделите отрезок времени 
[image: image3.wmf][
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 на 
[image: image4.wmf]N

 равных промежутков и перепишите задачу, сузив класс допустимых управлений до таких, которые постоянны внутри каждого из этих промежутков.

(b) Преобразуйте полученную задачу к форме задачи математического программирования относительно управлений 
[image: image5.wmf]1
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 (значений ступенчатой функции 
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), исключив переменную 
[image: image7.wmf]x

.
(c) Найдите оптимальное управление 
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 для частного случая, когда функ​ция полезности имеет вид 
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. Опишите его в зависи​мос​ти от 
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В условии задачи ничего не сказано про величину множителя 
[image: image11.wmf]b
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 невозможно, так как тогда неопределенно выражение 
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При 
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 целевой интеграл тождественно равен нулю и задача становится тривиальной – любое допустимое управление является решением.

Случай 
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 требует дополнительного исследования.

Случай 
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 сводится к случаю 
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 путем изменения направления отсчета времени на обратное (при этом 
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 переходит в 
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Рассматриваем случай 
[image: image20.wmf]01
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(1) На отрезке 
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 введём дискретную сетку 
[image: image22.wmf]i

ti

t

=

, 
[image: image23.wmf]0,1,...,

iN

=

, а 
[image: image24.wmf]TN

t

=

 – квант времени.

Будем рассматривать только ступенчатые функции управления вида 
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. Тогда задача поиска функции управле​ния сводится к задаче нахождения 
[image: image26.wmf]N

 неизвестных констант 
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. При этом интеграл, стоящий в целевой функции, преобразуется так:
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Эту сумму необходимо максимизировать по переменным 
[image: image29.wmf]i
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.

Заметим, что множитель 
[image: image30.wmf](
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 положителен при 
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. Поэтому при максимизации суммы его можно опускать.
(2) Если 
[image: image32.wmf](
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 – ступенчатая функция, то дифференциальное уравнение относительно 
[image: image33.wmf]x

 можно проинтегрировать.
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Второе краевое условие 
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 приводит к следующему ограничению на 
[image: image36.wmf]i

u

:


[image: image37.wmf]11

0

NN

ii

ii

a

auu

t

t

==

-=Þ=

åå

.

Таким образом, приходим к следующей задаче математического программиро​ва​ния:
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(3) Решим поставленную задачу при 
[image: image39.wmf](

)

uu

a

j

=

, 
[image: image40.wmf]0

a

>

.

[image: image41.wmf](

)

1

11

max

0,1,...,;

i

NN

i

iii

u

ii

a

uuiNu

at

b

t

-

==

ìü

³==

íý

îþ

åå

 – ?
Предположим, что 
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 не изменилась, а целевая сумма 
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. Следовательно, в оптимальном случае если и есть значения управления, равные нулю, то они все сконцентрированы в конце временного промежутка 
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 (предельная полезность от потребления продукта не зависит от количества), оптимальным вариантом будет съесть весь продукт сразу – 
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Функция Лагранжа: 
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При этом целевая функция будет равна:


[image: image68.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

11

1

11

11

1

11

111

11

11

i

nn

nnn

i

ii

i

iii

aa

u

tt

aa

t

t

aa

tt

aa

aa

att

bb

bbbb

tt

bb

--

-

--

--

--

---

--

--

===

æöæö

--

=×=×=

ç÷ç÷

ç÷ç÷

--

èøèø

ååå



[image: image69.wmf]111

1

11

1

111

1

11

n

nn

aa

t

tt

aaa

ttt

a

aa

aa

aa

bbb

tt

b

bb

---

-

--

-

---

-

--

æöæö

---

æöæö

==

ç÷ç÷

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø

-

--

èøèø


Это выражение необходимо промаксимизировать по 
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Если 
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. Таким образом, максимум целевой функции достигается при 
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. Следовательно, максимум достигается при 
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. При этом оптимальное управление задаётся формулами:
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Устремив 
[image: image85.wmf]N
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, можно получить предельную функцию управления:
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При каждом 
[image: image87.wmf]a

 управление экспоненциально зависит от времени (от 
[image: image88.wmf]i
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). При этом параметр 
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 влияет только на скорость стремления управления к нулю.

Если 
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, управление 
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 медленнее всего стремится к нулю. С ростом 
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, кривая 
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 всё более и более прижимается к начальному моменту времени (при этом площадь под кривой всё время остаётся постоянной). При 
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 управление стремится к дельта-функции, и остаётся таким же при 
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 (как было показано ранее). 
Рассмотрим случай 
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Тогда интеграл, стоящий в условии задачи преобразуется так:
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Запишем задачу математического программирования:
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Если 
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 – взаимнооднозначная функция, то из условий первого порядка:


[image: image100.wmf](

)

i

d

u

du

j

l

=

  
[image: image101.wmf]Þ

   
[image: image102.wmf](

)

(

)

(

)

1

const

i

ui

jl

-

¢

==



[image: image103.wmf]1

N

i

i

a

u

t

=

=

å

   
[image: image104.wmf]Þ

   
[image: image105.wmf]i

aa

u

NT

t

==

.

То есть, при 
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, управление равномерно:
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 Problem – 2 
Дана линейная задача оптимального управления:
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Значения 
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 считаются заданными, а конечный момент времени 
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 – свободный.

(d) Выписать для этой задачи сопряженную систему уравнений условие трансверсальности и принцип максимума.

(e) Описать два семейства кривых, из которых состоят оптимальные траектории.

(f) Описать оптимальные траектории для случая, когда 
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. Ответ пояснить графически, указав направление движения по участкам траекторий.

(g) Чем выделяется случай 
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 при применении принципа максимума?
(h) Какой вид имеют оптимальные управления и оптимальные траектории при 
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Функция Гамильтона: 
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Функция Лагранжа: 
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Рассмотрим случай 
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(4) Сопряженная система уравнений:
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Условие трансверсальности:
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Принцип максимума:
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 в точках непрерывности 
[image: image124.wmf]u
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Откуда получаем, что
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С учетом этого, условие трансверсальности станет выглядеть так:
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(5) В пространстве сопряженных переменных движение происходит по траекториям:
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[image: image219.wmf]B

Эти траектории – окружности с центром в начале координат. Движение по окружности происходит против часовой стрелки (исходя из знаков производ​ных: если 
[image: image132.wmf]1
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) требует, чтобы радиус окружности был не меньше, чем 
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. Конкретное значение радиуса и начальной фазы определяется начальными условиями 
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. Построим график траекторий в сопряженном пространстве (см. рис.). Линия 
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). Длину дуги 
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 обозначим через 
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Найдём, как будут выглядеть траектории в пространстве 
[image: image151.wmf]12
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.
В каждый момент времени (кроме, быть может, конечного их числа) управление равно либо нулю, либо единице. Если 
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Траектории – окружности с центром в начале координат, движение происходит против часовой стрелки.

Если 
[image: image158.wmf]1
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Траектории – окружности с центром в точке 
[image: image164.wmf](
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, движение по окружностям снова происходит против часовой стрелки.

Оптимальные траектории составлены из дуг этих двух семейств окружностей.

При этом условия сопряжения этих дуг друг с другом правилам, описанным выше, и которые будут более детально обсуждены ниже.

(6) Случай 
[image: image165.wmf](
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 соответствует начальным точкам, лежащим внутри большей из окружностей, изображенных на рисунке утолщённой линией.
Пусть 
[image: image166.wmf]R

 – радиус окружности, описываемый траекторией в сопряженном пространстве. Тогда из простых геометрических соображений найдём, что 
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, где 
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Начнём двигаться из точки 
[image: image171.wmf](
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 вспять, и определим, в какие точки можно попасть без переключений или с одним переключением управления.
Без переключений. Из начала координат возможно движение только вдоль окружности 
[image: image172.wmf](
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. Если переключений управления не было, то движение было возможно только в течение времени 
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. С учётом всевозможных значений 
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, получим 
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. Это соответствует юго-западной дуге малой окружности на рисунке.
Теперь предположим, что было одно переключение. Тогда если 
[image: image177.wmf]R

 – радиус траектории в сопряженном пространстве, то после переключения движение могло происходить только в течение времени 
[image: image178.wmf](
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До переключения движение происходило в течение времени 
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Найдём границу клетки движений такого типа.
Если 
[image: image182.wmf]00
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 – начальное положение точки, то в конце её положение будет
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где 
[image: image184.wmf]1
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. График этой кривой при всевозможных значениях 
[image: image185.wmf]R

 представлен на рисунке. Эта линия переключения имеет гораздо более сложную форму, чем предыдущая. Клетка, ограниченная юго-западной дугой малой окружности, северо-восточной дугой большой окружности и только что построенной линией переключения, заключает в себе те оптимальные траектории, которые реализуются при однократном переключении управления. Траектории представляют собой дуги окружностей с центром 
[image: image186.wmf](
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, сопряженные с дугой малой окружности. Примеры траекторий изображены на рисунке. Движение происходит против часовой стрелки.
(7) Рассмотрим вариант 
[image: image187.wmf]0
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Тогда сопряженная система уравнений не изменится, а, значит, траектории в сопряженном пространстве по-прежнему будут представлять рассмотренные нами окружности.

Принцип максимума изменится так:
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 в точках непрерывности 
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Условие трансверсальности тоже изменится:
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Поскольку вдоль траекторий с 
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 в начало координат попасть невозможно, то 
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. Таким образом, линия переключения и терминальная линия в сопряженной плоскости теперь совпадают. Соответственно, времена переключения теперь станут 
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Несложно понять, что эти значения соответствуют границам клетки, полученной в предыдущем пункте. А именно, при отсутствии переключений эти траектории описывают всю юго-западную дугу малой окружности (включая точку 
[image: image196.wmf](2;2)
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, которая не включалась в предыдущем пункте). Для одного переключения траектория будет представлять собой северо-восточную дугу большой окружности 
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, которая также не достигалась в предыдущем пункте.

Если же формально позволить радиусу 
[image: image198.wmf]R

 принимать значение 
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, то траектории при 
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 окажутся частным случаем траекторий при 
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. Далее так и будем поступать, ограничиваясь рассмотрением лишь случая 
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(8) Рассмотрим траектории, обладающие двумя и более переключениями.

Найдём границу клетки, ограничивающей траектории с двумя переключениями: если 
[image: image203.wmf]z

 – начальное положение точки, то 
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Ещё одна граница (три переключения):
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Можно показать, что для этих 
[image: image206.wmf]z

, 
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, то есть, эта граница переключения представляет собой дугу окружности с центром в точке 
[image: image208.wmf](3;3)
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. Но никакие другие линии переключения окружностями уже не будут.
По индукции, семейство линий переключения:
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[image: image210.wmf](
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Построим данную границу, например, в пакете Mathematica 5.0.

i = \[ImaginaryI];

a = -1 + i;

w0 := If[R >= Sqrt[2], 2 ArcCos[1/(R*Sqrt[2])], 



     2 ArcCos[R/(2*Sqrt[2])]];

w  := If[R >= Sqrt[2], ArcCos[1/(R*Sqrt[2])] - ArcCos[Sqrt[2]/R], 



     ArcCos[R/(2*Sqrt[2])] + ArcCos[R/Sqrt[2]]];

mymax = 5;

bounds0 =

   Table[ ParametricPlot[{Re[z],Im[z]} //. {z -> a*(n - (n-1)Exp[-i*w0] –






       Exp[-i*w])*Exp[i*w0]},



        {R, 0, 100}, PlotPoints->150, DisplayFunction->Identity],

         {n, 1, mymax + 1}


];

bounds1 =

   Table[ ParametricPlot[{Re[z],Im[z]} //. {z -> a*(n-(n-1)Exp[-i*w0]-Exp[-i*w])},



     {R, 0, 100}, PlotPoints->150, DisplayFunction->Identity],

         {n, 1, mymax}


];

Show[{bounds0, bounds1}, DisplayFunction -> $DisplayFunction, AspectRatio -> Automatic];
Заметим, что эта кривая оказывается симметричной относительно оси 
[image: image211.wmf]21
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. Ниже кривой управление равно единице, выше неё – нулю. 
[image: image223.wmf]2
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На рисунке приведено семейство траекторий (пунктирными линиями), по которым осуществляется движение, а также граница области переключения (сплошной черной линией).
Типичная оптимальная траектория выглядит как «спираль», сходящаяся к центру. Одна из таких траекторий изображена на рисунке сплошной красной линией.
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