Занятие 1. Системы линейных дифференциальных уравнений.

Рассмотрим систему вида:
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(линейная однородная система с постоянными коэффициентами)

Пусть h ( собственный вектор матрицы А, отвечающий некоторому собственному значению (, т.е. выполнено

Ah = (h.

В этом случае x(t) = he(t есть решение системы (1), что может быть получено подстановкой.

Случай простых корней. Рассмотрим ситуацию, когда все собственные значения матрицы А (1, (2, …, (n попарно различны, и hi ( собственный вектор, удовлетворяющий собственному значению (i. Положим

xi(t) = hie(it,     i = 1, …, n.

Тогда любое решение x(t) системы (1) может быть задано выражением

x(t) = 
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где сi ( произвольные постоянные (в общем случае комплексные).

При этом решение x(t) является действительным тогда и только тогда, когда константы сi при действительных частных решениях xi(t) действительны, а при комплексно-сопряженных решениях ( являются комплексно-сопряженными.

Задача 1. Найти общее решение системы уравнений
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Решение. 

1. Найдем корни характеристического многочлена:
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(2 ( 6( + 13 = 0    (    (1,2 = 3 ( 2i.

2. Собственные векторы, соответствующие данным значениям:

(1 = 3 + 2i:
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    (    h1 = 1, h2 = 1 ( 2i.

Отсюда x = e(3+2i)t, y = (1 ( 2i) e(3+2i)t, где e(3+2i)t = e3t (cos 2t + i sin 2t).

Выделим два линейно независимых действительных решения:

х1 = Re x = e3t cos 2t,

y1 = Re y = e3t (cos 2t + 2 sin 2t).

Второе действительное решение, отвечающее корню (2 = 3 ( 2i, можно получить в виде

х2 = Im x = e3t sin 2t,

y2 = Im y = e3t (( 2 cos 2t + sin 2t).

Тогда общее решение системы (3)

х = e3t (с1 cos 2t + с2 sin 2t),

y = e3t ((с1 ( 2с2) cos 2t + (2с1 + с2)sin 2t). ■

Общий случай (кратные корни). Предположим теперь, что матрица А имеет l ( n собственных значений (i кратности ki.

Свяжем с собственным числом (i серию, т.е. последовательность векторов h1, …, hki, таких, что
Ah1 = (h1,   Ah2 = (h2 + h1, …,    Ahki = (hki + hki ( 1.

Существует базис в En, состоящий из серий:
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h1,  …,  hk1,  hk1+1,  …,  hk1 + k2,  …,  hn.
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при этом каждой серии соответствует система решений

x1(t) = h1e(1t,   …,   xk1(t) = 
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xk1+1(t) = hk1+1e(2t,   …,   xk1 + k2(t) = 
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При таким образом определенных частных решениях xi(t) формула (2) вновь дает общее решение системы (1).

Задача 2. Найти общее решение системы уравнений
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Решение. 

1. Характеристический многочлен:
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((3 + 4(2 ( 5( + 2 = 0    (    (1 = 2, (2,3 = 1.

2. Для простого корня (1 = 2 находим собственный вектор:
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    (    2(1 = ( (2 = (3,

Положим h1 = (1, (2, 2), тогда x1 = e2t, y1 = (2e2t, z1 = 2e2t.

Для кратного корня  (2,3 = 1 найдем соответствующую серию:

h2:     
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    (    (1 = 0, (2 + (3 = 0    (    h2 = (0, 1, (1).

Присоединенный вектор h3: Ah3 = (2h3 + h2.

[image: image15.wmf]1

2

3

1110

2111

2111

a

a

a

æöæöæö

ç÷ç÷ç÷

---=

ç÷ç÷ç÷

ç÷ç÷ç÷

-

èøèøèø

    (    (1 = (1, (2 = (3 = ½    (    h3 = ((1, ½, ½).

Соответствующие h2 и h3 решения имеют вид
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Общее решение
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Метод неопределенных коэффициентов. Рассмотрим ситуацию, когда корень ( имеет кратность k. Определим максимальное число m линейно-независимых собственных векторов, соответствующих собственному значению ( следующим образом: если размерность системы n, а rank(A ( (E) = r, то m = n ( r.

Тогда частное решение, соответствующее собственному значению (, ищется в виде многочленов степени (k ( m), умноженных на величину e(t:

x1(t) = (a0 + a1t + … + ak(m tk(m) e(t,

……

xn(t) = (p0 + p1t + … + pk(m tk(m) e(t.

Найти коэффициенты многочленов можно, подставив полученное частное решение в исходную систему и приравняв коэффициенты при подобных членах в правой и левой частях.

Задача 3. Найти общее решение системы уравнений
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Решение. 

1. Характеристический многочлен:
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(2 ( 6( + 9 = 0    (    (1, 2 = 3 ( корень кратности k = 2.

r = rank(A ( (E) = 1.
m = n ( r = 1 < k = 2.

Ищем общее решение в виде:

x(t) = (c1t + c2)e3t,    y(t) = (d1t + d2)e3t.

Подставляя его в исходную систему, получаем

3(c1t + c2) + с1 = 4(c1t + c2) ( d1t ( d2,

3(d1t + d2) + d1 = c1t + c2 + 2(d1t + d2),

откуда d1 = c1, d2 = c2 ( c1.

Тогда общее решение

x(t) = (c1t + c2) e3t,    y(t) = (с1t + (с2 ( с1)) e3t.
(4)

Покажем, что метод выделения серий приводит к такому же результату. Найдем h1:
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    (    положим h1 = 
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Присоединенный вектор:
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    (    (1 = (2 + 1    (    положим h2 = 
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Соответствующие частные решения:
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Общее решение:
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Полагая c1 = D2, c2 = D1 + 2D2, вновь получим решение в виде (4). ■

Занятие 2. Непрерывность и дифференцируемость решения дифференциального уравнения по параметру.

Рассмотрим систему:


[image: image29.wmf]x
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Пусть в некоторой области D переменных (t, x, () функции f и a непрерывно дифференцируемы по t, x, (, и x(t, (0) – решение (1) на отрезке [t0, t1]. Тогда x(t, (0) дифференцируема по ( на [t0, t1] ( U((0). При этом вектор-функция 
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 (как функция t) удовлетворяет системе уравнений в вариациях:
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при начальном условии


[image: image32.wmf]k

k

t

a

t

x

m

m

¶

¶

=

)

,

(

)

(

0

.

В частности, если f не зависит от (, а a(() = (, то 
[image: image33.wmf])
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= (0, …, 0, 1, 0, …, 0), где единица находится на k-м месте.

Система (2) – неоднородная линейная (по 
[image: image34.wmf]x

) система с, вообще говоря, переменными во времени коэффициентами, которая может быть записана в общем виде как
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Общий метод решения такой системы – метод вариации произвольной постоянной.

Пусть (1(t), …, (n(t) – фундаментальная система решений однородного уравнения
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(то есть n решений с линейно-независимыми начальными векторами).

Будем искать решение системы y в виде разложения по базису {(i} с переменными во времени коэффициентами:
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Подставляя его в (3), получим:
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Так как (i (i(t) – решение (4), то получаем
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Это алгебраическая система относительно 
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. Она является разрешимой, так как {(i}– линейно независимы. Далее интегрированием решения определяются ci(t).

Рассмотрим частный случай, когда функции fi(t) в правых частях системы (2) имеют вид

fi(t) = Pmi(t) e(t,

где Pmi(t) – многочлен степени mi, ( – комплексное число.

Частное решение системы ищется в виде

xi(t) = Qim+s(t) e(t,
i = 1, …, n.

где Qim+s(t) – многочлен степени (m + s), m = 
[image: image41.wmf]}
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, s – кратность корня ( (если ( – не корень, то s = 0).

Если fi(t) имеют вид

fi(t) = h Pmi(t) e(t,

где h – собственный вектор матрицы A, а ( – корень характеристического многочлена кратности s, то частное решение xi(t) естественно искать в виде:

xi(t) = h Qim+s(t) e(t,
i = 1, …, n.

Задача 1. Для системы уравнений
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z

y

x

e

t

t

z

xy

z

y

x

y

t

3

cos

)

2

(

2

1

2

7

13

3

3

2

3

3

2

-

+

+

+

-

+

-

+

-

=

-

m

m

&

,
(5)
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x(0, () = 2,     y(0, () = 0,     z(0, () = –1,

найти 
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Решение. 

1. Найдем решения системы (5) при ( = 0. Заметим, что в этом случае система совпадает с однородной системой уравнений в вариациях:
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Характеристическое уравнение для этой системы имеет вид
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его корни (1 = 1, (2,3 = 3.

Определим собственные вектора A. Для (1 = 1 имеем систему
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 = 0 ,

откуда h1 = (1, 2, 3)' c, где с – произвольная постоянная (далее будем полагать с = 1).

Для случая (2,3 = 3 система для определения собственного вектора запишется как
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 = 0 ,

откуда h2 = (1, 1, 1)'.

Найдем присоединенный вектор:

Ah3 = 3h3 + h2,

откуда
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Решение этой системы имеет вид a2 = a3 + 1, a1 = a2 + 2. Полагая а3 = –1, получим окончательно h3 = (2, 0, –1)'.

Тогда общее решение системы при ( = 0, и оно же – решение однородной системы в вариациях запишется
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Найдем константы ci, соответствующие начальным условиям задачи:

c1 + c2 + 2c3 = 2,

2c1 + c2 = 0,

3c1 + c2 – c3 = –1,

откуда с1 = с2 = 0, с3 = 1.

Таким образом, решение системы (5), соответствующее ( = 0 и заданным начальным условиям, есть

x(t) = (2 + t) e3t,

y(t) = t e3t,

z(t) = (t – 1) e3t.

2. Определим решение системы уравнений в вариациях. При подстановке в (2) найденных выше функций x(t), y(t) и z(t) она будет иметь вид:
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(7)
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Систему (7) можно переписать как
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где (1 = 1 – простой корень характеристического уравнения (6), а h1 = (1, 2, 3)' – соответствующий ему собственный вектор. Тогда будем искать частное решение этой системы в форме
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Подставляя его в (7), получим

h1 C(t) + h1 (2c't + c'') = C(t) Ah1 + h1t,

откуда с' = ½, с'' = c''' = 0.

Следовательно, частное решение системы будет иметь вид
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Общее решение системы уравнений в вариациях
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Найдем константы с1, с2 и с3, соответствующие начальным условиям
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c1 + c2 + 2c3 = 0,

2c1 + c2 = 0,

3c1 + c2 – c3 = 0,

откуда с1 = с2 = с3 = 0.

Таким образом, решение данной задачи имеет вид
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Задача 2. Доказать, что решение уравнения
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с начальными условиями x(0) = 0, 
[image: image71.wmf]x
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(0) = b, имеет положительную производную по начальному условию на промежутке его существования, если fx' ( 0.

Решение. 

Запишем соответствующую нормальную систему:
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x1(0) = 0, x2(0) = b.

Требуется доказать, что 
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Уравнения в вариациях относительно решения (x1(t, b), x2(t, b)) имеют вид
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Более строгое рассуждение: 
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Пусть 
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Тогда


[image: image92.wmf]2

x

(t) ( 
[image: image93.wmf]y

(t) = 
[image: image94.wmf])

)

,

,

(

exp(

0

2

1

/

2

ò

t

x

d

x

x

f

t

t

> 0.

Следовательно, так как 
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 не убывает, и даже возрастает, пока 
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Занятие 3. Асимптотическая устойчивость решений дифференциальных уравнений.

Пусть задана система дифференциальных уравнений:


[image: image99.wmf]x
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= f(t, x),
t ( 0,
(1)

и функция ((t) является ее решением при t ( 0.

Определение. Говорят, что решение системы (1) ((t) устойчиво (по Ляпунову), если ( s > 0 ( ( > 0: (((t) – решения (1), такого, что | ((0) – ((0) | < (, выполнено 

| ((t) – ((t) | < (,
( t ( 0.

Говорят, что ((t) асимптотически устойчиво, если дополнительно

| ((t) – ((t) | 
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При помощи замены переменных y(t) = x(t) – ((t) исследование устойчивости произвольного решения ((t) можно свести к вопросу устойчивости решения y(t) ( 0. В этом случае
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Теорема Перрона. Пусть


[image: image102.wmf]y
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где А – действительная постоянная матрица, характеристические корни которой имеют отрицательные действительные части, F(t, y) = о( | y | ) равномерно по t ( 0, F(t, 0) = 0.

Тогда решение y(t) ( 0 системы (2) асимптотически устойчиво.

Условия, обеспечивающие отрицательность вещественных частей корней.

Теорема Стодола. Для того, чтобы полином

P(z) = a0 + a1z + … + an zn
имел все корни с отрицательной вещественной частью, необходимо, чтобы все ai > 0.

При n = 2 это условие является достаточным (следует из теоремы Виета). При n ( 3 оно в общем случае не является достаточным.

Критерий Рауса - Гурвица. 

Полином
P(z) = a0 + a1z + … + an zn
имеет все корни с отрицательной вещественной частью, тогда и только тогда, когда все главные диагональные миноры матрицы Гурвица неотрицательны:
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где ar = 0, если r < 0 или r > n.

Задача 1. Определить область значений параметров a и b, при которых нулевое решение системы асимптотически устойчиво
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Решение. 

Составим систему уравнений в вариациях относительно решения x = y = z = u ( 0:
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Подставляя в нее нулевое решение исходной системы, получим
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Сведем данную систему к линейному дифференциальному уравнению 4-го порядка. Обозначим 
[image: image116.wmf]x
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. Из последнего уравнения получаем:

((4) + a((3) + 5((2) + b((1) + 4( = 0.

Характеристический многочлен этого уравнения

(4 + a(3 + 5(2 + b( + 4 = 0,

его коэффициенты a0 = 1, a1 = a, a2 = 5, a3 = b, a4 = 4.

Тогда необходимым условием устойчивости согласно теореме Стодола, является

a > 0, b > 0.

Определим теперь достаточные условия асимптотической устойчивости.

Матрица Гурвица характеристического многочлена системы имеет вид:
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Из условий положительности ее главных миноров получаем следующие соотношения:

[image: image257.bmp]5a > b
b(5a – b) – 4a2 = – 4a2 + 5ab – b2 > 0.

Решая последнее неравенство относительно b, получаем

a ( b ( 4a.

Таким образом, нулевое решение системы (3) будет асимптотически устойчиво в области параметров

{ a ( b ( 4a, a > 0 }. ■

Рассмотрим теперь случай, когда дифференциальное уравнение 


[image: image122.wmf]x
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имеет периодическое решение ((t) (не константу) с периодом ( : ((t) = ((t + (). В этом случае будем говорить об орбитальной асимптотической устойчивости, понимая под этим следующее. Обозначим через G  орбиту решения  ((t), т.е. G  = {x( Rn, x = ((t) для некоторого t}. Скажем, что решение ((t) асимптотически орбитально устойчиво, если ( ( > 0: (((t) – решения (4), такого, что | ((0) – ((0) | < (, выполнено 

limt(( ((((t), G) = 0.

Оказывается, решение вопроса об асимптотической орбитальной устойчивости сводится к выяснению того, какие действительные части имеют собственные числа постоянной матрицы С оператора, переводящего начальные векторы решений линеаризованной системы на период вперед. Объясним это более подробно.

Обозначим

А(t) = 
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Очевидно,  A(t + () = A(t).

Рассмотрим линеаризованную систему
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Если Ф(t) – фундаментальная система решений (5), с Ф(0) = I (единичной матрице), то Ф(t + () – также является фундаментальной системой решений, и выполнено

Ф(t + () = Ф(t) С,

где С – некоторая постоянная матрица.

В частности, Ф(() = С, Ф(2() = С 2 и т.д.

Нетрудно видеть, что одно из собственных чисел матрицы С равно 1. Действительно, 
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(t) является периодическим решением системы (5) с периодом (.

Тогда
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ибо 
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Из (6) следует, что матрица С имеет собственное число ( = 1. 

Предположим, что кратность корня ( = 1 равна 1. Если остальные (n – 1) корней матрицы С по модулю меньше 1, то решение ((t) асимптотически орбитально устойчиво и устойчиво по Ляпунову (теорема Андронова-Витта).

Это аналогично случаю линейной системы с постоянными коэффициентами, если под характеристическими числами периодической матрицы A(t) понимать характеристические числа матрицы С.

В качестве иллюстрации рассмотрим систему 2-го порядка:


[image: image132.wmf]x

&

= f(x1, x2),

(7)

где x = ((t) имеет период (.

Тогда
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В этом случае второй характеристический корень матрицы С оказывается равным
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Таким образом, если
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то периодическое решение ((t) системы (7) орбитально асимптотически устойчиво, а также устойчиво по Ляпунову.

Задача 2. Проверить орбитальную асимптотическую устойчивость периодического решения x1(t) = cos 3t, x2(t) = sin 3t в системе:
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Решение. 

Период решения ( = 
[image: image138.wmf]3
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Вычислим (2, пользуясь (8):
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Таким образом, |(2| < 1, следовательно решение x(t) – орбитально асимптотически устойчиво. ■

Задача 3. Проверить орбитальную асимптотическую устойчивость и устойчивость по Ляпунову решения x1(t) = sin t, x2(t) = cos t в системе:
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Решение. 

Определим фундаментальную систему решений рассматриваемой системы. Ее характеристический многочлен имеет вид


[image: image144.wmf]l
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Тогда (1,2 = ( i, h1 = (1, i)'. Решение, соответствующее корню ( = i
x1(t) = eit,       x2(t) = ieit.

Выделим его действительную и мнимую часть

Re x1(t) = cos t,
Im x1(t) = sin t,

Re x2(t) = – sin t,
Im x2(t) = cos t.

Тогда фундаментальная система решений

Ф(t) = 
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Ф(0) = I.

Период решений ( = 2(, так как Ф(t + 2() = Ф(t). Следовательно, С = Е, то есть критерий асимптотической орбитальной устойчивости не выполняется.

Тем не менее, данное решение является устойчивым по Ляпунову, так как расстояние до x(t) ( 0 остается постоянным:
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Занятие 4. Выпуклые многогранные множества.

Рассмотрим евклидово пространство En. Непустое множество M ( En, образованное пересечением конечного числа полупространств и гиперплоскостей, называется выпуклым многогранным множеством:

x ( M
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Ограничение с номером i называется жестким, если любая точка из M удовлетворяет ему как точному равенству:

(Ai, x) = bi,
( x ( M.

[image: image258.bmp]Пример 1. Пусть множество M задано следующей системой ограничений:

x1 + x2 ( 2

–2x1 – 3x2 ( –5

x1 + 2x2 ( 3

x3 ( 0

При этом первые три ограничения являются жесткими, а четвертое – нежестким (см. рисунок).

Размерность многогранного множества M определяется формулой

( = n – (,
(2)

где ( – ранг системы жестких ограничений M.

В нашем примере размерность M равна 3 – 2 = 1.

Задача 1. Доказать, что размерность многогранного множества условий задачи линейного программирования в канонической форме не превышает n – m:

M :
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где система ограничений равенств линейно-независима, т.е. rank {ai1, …, ain}
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Решение. Так как система жестких ограничений кроме равенств может включать и некоторые из неравенств xj ( 0, то ее ранг, вообще говоря, больше m. Тогда из (2) размерность M: ( ( n – m. ■

Гранью многогранного множества M называется подмножество G ( M, такое, что (x(G: x = (x1 + (1 – ()x2, x1, x2 ( M, следует, что x1, x2 ( G.

Грань размерности 0 называется вершиной, грань размерности 1 – ребром. Любая грань многогранного множества образуется обращением некоторых неравенств в системе (1) в равенства. Число линейно-независимых жестких ограничений q-мерной грани равно n – q.

В частности, точка x ( M является вершиной M, если и только если среди условий (1) имеются ровно n линейно-независимых ограничений, которым эта точка удовлетворяет как равенствам.

Очевидно, что у любого многогранного множества число вершин конечно. Это следует из того, что при любом конечном t система ограничений (1) содержит конечное число систем линейно-независимых уравнений размерности n, определяющих вершины.

Задача 2. Непустое множество условий задачи линейного программирования в канонической форме содержит вершины.

Решение. Докажем данное утверждение индукцией по размерности пространства n. При n = 1 оно очевидно (в силу того, что множество M замкнуто и ограничено снизу неравенством x ( 0).

Предположим, что оно выполнено при всех n ( k. Докажем, что оно выполнено также и при n = k + 1.

Если M состоит из одной точки x, то она является вершиной. Предположим, что M содержит по крайней мере две точки x и y. Тогда (r ( R точка

z = rx + (1 – r)y
(3)

удовлетворяет системе неравенств (1). Но тогда множество M будет содержать точки на границе ортанта E
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. (Так как x ( y, то (j: xj < yj , с точностью до переобозначения точек. Тогда беря достаточно большое r, получим zj < 0. В силу непрерывности функции (3), получаем, ( r: zj = 0).

Рассмотрим пересечение M с координатной плоскостью Hj = {x( Ek+1, xj = 0}:

M–1 = M ∩ H.

M–1 – непустое многогранное множество в пространстве E k = Hj. Для него по индуктивному предположению утверждение верно, т.е. вершина ( x* ( M–1. Но тогда x* является вершиной и в M, так как добавив к k линейно-независимым равенствам, определяющим вершину в E k, равенство xj = 0, определяющее координатную плоскость Hj, получим (k + 1) линейно-независимое равенство. ■

Точка x называется крайней точкой выпуклого множества M, если не существует точек x', x'' ( M: x' ( x'' и числа 0 < ( < 1, таких, что x = (x' + (1 – ()x''.

Задача 3. Непустое выпуклое компактное множество в En имеет крайнюю точку.

Решение. Возьмем произвольную точку x(M и пусть y(M – наиболее удаленная от x точка множества M. Тогда точка y является крайней точкой сферы S радиуса ||y – x|| с центром в точке x. Так как M ( S, то y является также крайней точкой множества M. ■

Задача 4. Доказать, что вершина многогранного множества является его крайней точкой, и обратно, любая крайняя точка является вершиной множества.

Решение. Пусть x ( M – вершина, но при этом ( y, z ( M, такие, что

x = (y + (1 – ()z.

Тогда направляющий вектор отрезка (z – y) должен удовлетворять однородной системе жестких ограничений I в точке x:

(Ai, z – y) = 0,
i ( I;
(4)

 (Ai, x) < bi,    i ( I.
(5)

Действительно, если x обращает в равенство некоторое ограничение-неравенство  (Ai, x) ( bi и, кроме того,  (Ai, y) < bi, то, очевидно, (Ai, z) > bi., что противоречит z ( M.

Тогда, в силу y ( z, однородная система (4) имеет ненулевое решение, следовательно, ее ранг меньше n. Но тогда x не является вершиной множества M.

Обратно, пусть x не является вершиной. Тогда, по определению, ранг системы жестких в точке x ограничений строго меньше n. Следовательно, ( z ( 0, являющееся решением соответствующей однородной системы (4). Рассмотрим такое малое число ( > 0, чтобы точки x' = x – (z и x'' = x + (z удовлетворяли нежестким в точке x ограничениям (5). Но тогда x = ½ x' + ½ x'', то есть, не является крайней точкой M. ■

Задача 5. Найти все вершины многогранного множества M ( E4, заданного системой ограничений:

x1 + x2 + 2x3 + 2x4 = 4;

0 ( xj ( 1,
j = 1,…, 4.

Решение. Решаем перебором, образуя из числа ограничений, задающих множество M, системы уравнений ранга n = 4, определяющие вершину. При этом в систему должны включаться все жесткие ограничения и часть нежестких, а полученная точка должна удовлетворять нежестким ограничениям, не вошедшим в систему, т.е. быть допустимой точкой множества M.

Положим x1 = 0, x2 = 0, x3 = 1. Вместе с первым равенством получаем систему ранга 4, решение которой есть x = (0, 0, 1, 1). Видно, что эта точка удовлетворяет всем не включенным в эту систему ограничениям, следовательно, она является вершиной.

Аналогично отыскиваются остальные вершины: (1, 0, 1, ½), (1, 0, ½, 1), (0,1, 1, ½), (0, 1, ½, 1), (1, 1, 1, 0) и (1, 1, 0, 1). ■

Занятие 5. Линейное программирование.

Задача линейного программирования в канонической форме имеет вид:
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Это так называемая прямая задача, которая может быть интерпретирована как задача о нахождении оптимального плана x = (x1, …, xn) распределения интенсивностей производственных процессов xj, j = 1,…, n, с точки зрения максимизации общей стоимости получаемой продукции (1), где cj – стоимость продукции, производимой j-м способом при единичной интенсивности.

Условия (2) представляют собой ограничения на используемые в производстве ресурсы. В них предполагается, что в системе имеется m ресурсов, интенсивность использования i-го ресурса при j-м способе производства задается коэффициентом aij, а весь имеющийся в наличии объем j-го ресурса равен bj. Равенства в условиях (2) говорят о том, что весь запас ресурсов должен быть использован в производстве.

Наконец, ограничения (3) говорят о том, что интенсивность каждого способа производства xj должна быть неотрицательна.

Двойственная задача линейного программирования формулируется следующим образом:
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В ней yi, i = 1, …, m рассматриваются как относительные оценки используемых ресурсов. Тогда ограничения-неравенства (5) определяют оценки расходов предприятия при функционировании по j-му технологическому способу, и говорят о том, что затраты должны быть не меньше, чем стоимость получаемого продукта. Целевой функционал (4) представляет собой оценку имеющихся запасов, которая должна быть минимально возможной.

Задача 1. Записать двойственную задачу для общей задачи линейного программирования:
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Решение. Приведем эту задачу к каноническому виду следующим образом:

1. Введем дополнительные переменные xn+i ( 0, i = 1,…, m1, и рассмотрим вместо (7) систему ограничений-равенств:
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(7')

Нетрудно видеть, что вместе с условиями неотрицательности xn+i она эквивалентна исходной системе.

2. Для переменных xj, j = n1+1,…, n, для которых отсутствуют ограничения на неотрицательность, введем пары новых переменных xj', xj'', таких, что

xj = xj' – xj'',    xj' ( 0,     xj'' ( 0,     j = n1+1,…, n.

После подстановки их в соотношения (6), (7') и (8) получим задачу линейного программирования в канонической форме.

Выпишем для нее двойственную задачу:
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yi ( 0,     i = 1,…, m1.
(13)

В отличие от двойственной задаче к з.л.п. в канонической форме, в данном случае появились ограничения-равенства (12) и ограничения на неотрицательность yi (13).

Каждое ограничение-равенство (12) соответствует двум неравенствам вида (5)
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выписанным для переменных xj' и xj'', входящих в исходную задачу с одинаковыми коэффициентами, но с противоположными знаками.

Ограничение на неотрицательность yi (13) есть ни что иное, как ограничение (5), записанное для дополнительной переменной xn+i, так как в этом случае ak,n+i = 0 (k ( i, ai,n+i = 1 и cn+i = 0. ■

Задача линейного программирования в симметричной форме:

Прямая задача
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Двойственная задача
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Если x и y – допустимые планы в задачах, то

cx ( by.

Это следует из неравенств cx ( yAx ( yb.

1-я теорема двойственности. Если одна из пары прямой и двойственной задач разрешима, то другая задача также разрешима, причем на оптимальных планах x* и y* выполнено 

cx* = by*.
(14)

Справедливо также обратное утверждение: если допустимые планы x* и y* прямой и двойственной задач  таковы, что выполнено (14), то x* и y*  – оптимальны.

Пары ограничений 
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 EMBED Equation.3  [image: image174.wmf]0
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называются двойственными. 

2-я теорема двойственности. В каждой паре двойственных ограничений разрешимой з.л.п. одно является свободным, а другое – закрепленным. 

Задача 2. Найти все решения з.л.п.

max (3x1 + 3x2),

x1 + 3x2 + 2x3 ( x4 ( 3,

3x1 + x2 ( x3 + 2x4 ( 1,

xj ( 0,    j = 1,…, 4.

Решение. Выпишем двойственную задачу:

 
min (3у1 + у2),

[image: image259.bmp](1)
у1 + 3у2 ( 3,

(2)
3у1 + у2 ( 3,

(3)
2у1 ( у2 ( 0,

(4)
( у1 + 2у2 ( 0,


 уi ( 0,   i = 1, 2.

Так как ограничение (4) двойственной задачи выполняется как строгое неравенство (т.е. оно свободное), то соответствующее ему ограничение x4 ( 0 прямой задачи в оптимуме выполнено как равенство, т.е. x4 = 0 для всех оптимальных планов прямой задачи.

Далее, ограничение (1) ( свободно, следовательно x1 = 0 в любом оптимуме. Ограничение (3) также свободно, следовательно x3 = 0.

Таким образом, получаем единственное решение прямой задачи х = (0, 1, 0, 0). (
Задача 3. Решить з.л.п.

max (x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4),

x1 + x2 + 2x3 + 2x4 = 4,

0 ( xj ( 1,    j = 1,…, 4.

Решение. В привычной нам форме пара двойственных задач выглядит как:

max (x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4),
min (у1 + у2 + у3 + у4 + 4у5),

(у1)
x1 ( 1,
у1 + у5 ( 1,

(у2)
x2 ( 1,
у2 + у5 ( 2,

(у3)
x3 ( 1,
у3 + 2у5 ( 3,

(у4)
x4 ( 1,
у4 + 2у5 ( 4,
(у5)
x1 + x2 + 2x3 + 2x4 = 4,


xj ( 0,    j = 1,…, 4.
уi ( 0,     i = 1, …, 4.

Эту задачу удобнее решать, пользуясь следующими экономическими соображениями: пусть переменные xj представляют собой объемы выпуска продукции при помощи j-го технологического процесса. Условия (1) ( (4) представляют собой ограничения на производственную мощность j-го процесса. Условие (5) ( баланс распределения сырья на производство. Оно указывает, что из одной единицы ресурса может быть получено по 1 ед. продукта x1 или х2 либо по ½ ед. продукта х3 или х4 и что всего имеется 4 единицы сырья.

Критерий представляет собой суммарную стоимость произведенной продукции при ценах р = (1, 2, 3, 4).

Сравнивая коэффициенты в критерии и в ограничении (5) видим, что максимальная стоимость из 1 ед. сырья может быть произведена 2 или 4 процессом ( они должны использоваться с максимальной интенсивностью, т.е. x2 = 1, x4 = 1. Это потребует 3 ед. ресурса. Оставшаяся единица ресурса может быть использована в 3 процессе, обеспечив выпуск x3 = ½. Первый процесс в этом случае вообще не будет использоваться, как наименее эффективный ( x1 = 0. Таким образом, оптимальное решение данной задачи х = (0, 1, ½, 1). Максимальное значение линейной формы 7½. (
Маргинальные значения.

Пусть V(b) ( максимальное значение линейной формы з.л.п. при заданном векторе левых частей ограничений b. Можно показать, что V(b) является вогнутой функцией b. При этом левая и правая производные функции V(b) в точке b вычисляются по формулам:
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где Y*(b) ( множество решений двойственной задачи.

Задача 4.Найти 
[image: image177.wmf]1

()

Vb

b

-

¶

¶

 и 
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 в задаче 2.

Решение. В задаче 2: b = (3, 1), множество Y*(b) ( отрезок [A, B], где точка А определяется из уравнений:

у2 = 2у1, 3у1 + у2 = 3     (     у1 = 3/5, у2 = 6/5     (     А = (3/5, 6/5).

точка В удовлетворяет условиям

у1 + 3у2 = 3, 3у1 + у2 = 3     (     у1 = 3/4, у2 = 3/4     (     В = (3/4, 3/4).

Тогда:
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 Занятие 6. Выпуклое программирование.

[image: image260.bmp]Определение. Функция f : En ( [ – (, + (] называется собственной вогнутой функцией, если множество dom f = {x: f(x) > – ( } ( (, функция на нем ограничена и ее подграфик Г– = {(t, x): f(x) ( t, t(R, x(En} – выпуклое множество.

Во внутренних точках dom f собственная вогнутая функция f непрерывна и субдифференцируема.

Субдифференциал собственной вогнутой функции в точке x0 ( dom f – это множество

(f(x0) = {y(En: f(x) ( f(x0) + y(x – x0) (x(En}.

Элемент субдифференциала называется субградиентом.

Задача 1. Если x0 ( int dom f, то (f(x0) – выпуклый компакт.

Решение. Выпуклость и замкнутость (f(x0) следуют из определения. Докажем ограниченность.

Пусть (f(x0) ( неограниченное множество, т.е. содержит последовательность у1, у2, …, т.ч. | yj | ( ( при j ( (. В силу непрерывности в точке х0, f ( ограничена снизу в окрестности U((x0) ( int dom f ( найдется С (R: (x ( U((x0): f(x) > C.

Рассмотрим последовательность {хi}, таких, что xi ( x0 = ((
[image: image181.wmf]||||
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C < f(xi) ( f(x0) + yi (((
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Получили противоречие. ■ 

В граничных точках dom f субдифференциал неограничен. В общем случае рассмотрим (y + (a), где а: (а, х ( х0) ( 0 ( х ( dom f. Очевидно, что (y + (a)( (f(x0) при любом ( ( 0.

В точке максимума х* функции f(x) на En выполнено 0((f(x*). Действительно,

(x ( En f(x) ( f(x*) + 0 ( (х ( х0).

Задача 2. Показать, что для вогнутой функции, определенной на выпуклом множестве G, множества локальных и глобальных максимумов совпадают.

Решение. Достаточно проверить, что всякий локальный максимум является глобальным. Пусть х* ( G ( локальный максимум, т.е. f(x*) ( f(x) ( x ( U((x*)
[image: image183.wmf]I

G. Допустим, что ( х' ( G: f(x') > f(x*). Обозначим ( = 
[image: image184.wmf]||'*||
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, и рассмотрим точку

х( = х* + ((x' ( x*) ( U((x*).

Тогда из вогнутости f:

f(x*) ( f(x() = f((x' + (1 ( ()х*) ( ( f(x') + (1 ( ()f(х*) > f(х*).

Получили противоречие. ■

Определение. Производной по направлению l функции f в точке х называется величина
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Производная по направлению может быть найдена как


[image: image186.wmf]()

()

inf

yfx

fx

ly

l

Î¶

¶

=

¶

.

Вычисление субдифференциала:

1. Если f(x) ( дифференцируема в т. х, то (f(x) = {grad f(x)}. 

2. f(x) = (1f1(x) + (2f2(x); (1, (2 ( 0, тогда (f(x) = (1(f1(x) + (2(f2(x).

3. f(x) = 
[image: image187.wmf]min{()}

i

i

fx

, тогда (f(x) = Conv 
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, где R(x) = {i: fi(x) = f(x)}.

4. f(x) = ((Ax), где А ( m x n матрица. Тогда (f(x) = А'(((Ax).

Пример 1. Найти производные по направлению функции f(x) = ( | x | в точке x = 0.

Найдем субдифференциал функции f(x) в точке x = 0. По определению:
(f(0) = {y(R: (| x | (  x y (x( R},

откуда (f(0) = [(1, 1].

Тогда:
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Пример 2. Найти субдифференциал функции 

f(x) = (
[image: image191.wmf]1
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Решение. Пользуясь результатом предыдущего примера, и соотношениями 2, 4, получаем:

(4) ( 
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(2) ( (f(x) = 
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Например, для функции

f(x) = ( |x + 1| ( |x ( 1|

получим
(f(х) = 
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Пример 3. Найти субдифференциал функции 

f(x) = 
[image: image196.wmf]2222
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в точке x = ((1, 1).
Решение. Перепишем функцию в виде

f(x) = 
[image: image197.wmf]2222
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и воспользуемся (3). Построим множество R(x): в точке ((1, 1) минимум достигается на обеих функциях, следовательно, R(x) = {1, 2}.

Функции под знаком минимума дифференцируемы, тогда из (1):

(f1(x) = {( 2(x1 + 1, x2 + 1)} = {(0, (4)},    (f2(x) = {(2(x1 ( 1, x2  ( 1)} = {(4, 0)}.

(3) ( (f(x) = Conv{(0, (4), (4, 0)}.


Задача выпуклого программирования.

Пусть f, gi, i = 1,…, m ( вогнутые функции с конечными значениями, определенные на выпуклом множестве G ( En. Пусть R = {gi(x) ( 0, i = 1, …, m}. Рассмотрим задачу:

f(x) ( max,    x(R
[image: image198.wmf]I

G.

Как и в линейном программировании, для решения этой задачи применяются соотношения двойственности. Рассмотрим функцию Лагранжа:

L(x, y) = f(x) + y g(x),

где y = (y1,…, ym) ( двойственная переменная. Образуем функции:

((x) = 
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((y) = 
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Тогда прямая задача выпуклого программирования может быть записана как

V = 
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а двойственная ( как
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Если выполнено условие Слейтера: ( x0 ( G: gi(x0) > 0, ( i = 1, …, m, то множество решений двойственной задачи Y* ( ( и 
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Задача 3. С помощью схемы двойственности для задачи выпуклого программирования получить соотношение двойственности для задачи ЛП.

Решение. Задача ЛП имеет вид:
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при этом f(x) = 
[image: image207.wmf]å

=

n

j

j

j

x

c

1

, gi(x) = bi ( 
[image: image208.wmf]1

n

ijj

j

ax

=

å

, i = 1,…, m, G = 
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Построим функцию Лагранжа

L(x, y) = 
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= cx + y(b ( Ax),
((x) = 
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((y) = 
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Тогда двойственная задача 
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by ( min, yA ( c, y ( 0,

а соотношение двойственности 
[image: image215.wmf]VV
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max{cx | Ax ( b, x ( 0} = min{by | yA ( c, y ( 0}. ■

Задача 4. Соотношение двойственности эквивалентно существованию седловой точки (х*, у*) функции Лагранжа:

f(x) + y* g(x) (  f(x*) + y* g(x*) (  f(x*) + y g(x*),  (x(G, y ( 0.
Решение. Пусть (х*, у*) ( седловая точка функции Лагранжа. Докажем, что в этом случае имеет место соотношение двойственности. Из левого и правого неравенства в определении седловой точки получаем, соответственно,

L(x*, y*) = ((y*) = 
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В то же время, для любой функции L(x, y) имеет место обратное неравенство:
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следовательно, оно выполнено как равенство, т.е. имеет место соотношение двойственности 
[image: image222.wmf]VV
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Из полученных соотношений двойственности следует, что пара (х*, у*) тогда и только тогда является седловой точкой, когда х* является решением задачи 
[image: image223.wmf]sup(,*)
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, и выполнены условия допустимости g(x*) ( 0, у* ( 0 и дополняющей нежесткости у*g(x*) = 0. При этом точка х* является решением исходной задачи выпуклого программирования.

Метод решения з.в.п.

Среди ограничений задачи выбирается множество активных ограничений I ( {1,…, m} (таких, что gi(x*) = 0 (i(I). Тогда (j(I соответствующие множители Лагранжа yj = 0.

Условия оптимальности первого порядка для функции Лагранжа вместе с активными ограничениями дадут систему из n + | I | уравнений с n + | I | переменными (х, уi, i(I):
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,   j = 1,…, n;

gi(x) = 0, i ( I.

Если полученное решение данной системы (х, уi, i(I) таково, что:

а). gi(x) ( 0, i = 1, …, m,

b). уi ( 0, i(I
то точка (х*, y*), такая, что х* = х, уj* = yj (j(I, yj = 0 (j(I есть седловая точка функции Лагранжа, а х* ( искомое решение задачи.
Если в п. а). какое-то из ограничений нарушено, то его следует включить в новую комбинацию активных ограничений. Если в п. b). какое-то yj < 0, то j-е ограничение нужно исключить из числа активных.

Действуя таким перебором, придем к истинной комбинации активных ограничений в точке оптимума.

Задача 5. Найти решение з.в.п.

x1 + 2x2 + 3x3 ( min,

x1x2 ( 1,

x1 + x2 + x3  ( 5/2,

xj ( 0, j = 1, 2, 3.

Решение. В качестве активных ограничений рассмотрим х1х2 = 1 (у1) и х3 = 0 (у5). Тогда y2 = y3 = y4 = 0 и функция Лагранжа имеет вид:

L(x, y) = (x1 ( 2x2 ( 3x3 + y1(x1 x2 (1) + y5 x3 ( max

Условия первого порядка + выбранные активные ограничения дают систему:

(1 + у1 х2 = 0

(2 + у1 х1 = 0

(3 + у5 = 0
откуда х1 = 
[image: image225.wmf]2

, х2 = 
[image: image226.wmf]1
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, у1 = 
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, у5 = 3.

х1 х2 = 1

х3 = 0

В этой точке все ограничения выполнены, следовательно х = (
[image: image228.wmf]2

, 
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, 0) ( решение задачи. ■

Задача 6. Найти решение з.в.п.
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,   xi ( 0, i = 1, …, n,

где (i ( строго вогнутые, монотонные, непрерывно дифференцируемые функции на [0, (), M > 0.

Решение. В данной задаче можно предложить эффективный метод подбора активных ограничений. Предположим, что переменные перенумерованы так, что

(1'(0) ( (2'(0) ( (3'(0) ( … ((n'(0)

(для простоты рассмотрим случай, когда неравенства строгие).

В силу того, что (i ( монотонные функции, "бюджетное" ограничение 
[image: image232.wmf]1
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 активно. Действительно, в противном случае можно увеличить значение какой-либо из координат хi, так что точка х останется допустимой. При этом значение функционала задачи возрастет.

Запишем функцию Лагранжа для данной задачи с учетом всех ограничений:

L(x, y) = 
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где р ( 0, (i ( 0, i = 1,…, n ( множители Лагранжа.

Из условий оптимальности первого порядка получаем, что в точке максимума выполнено:

(i'(xi*) = p ( (i,     (i xi* = 0,    i = 1, …, n,
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Утверждение. Если xi* = 0, то ( k = 1,…, n ( i : xi+k* = 0.

Доказательство. Допустим, что xi* = 0 и ( k > 0: xi+k* > 0. Тогда (i+k = 0, (i ( 0. Следовательно, имеем:

p ( p ( (i = (f.o.c.) = (i'(xi* = 0) ( ('i+k(0) > (в силу строгой вогнутости) > ('i+k(xi+k*) = p.

Получили противоречие. ■
Таким образом, задача состоит в том, чтобы угадать, сколько первых координат xi* будут строго положительны.

Предположим, что x1* = M. Если (1'(М) ( (2'(0) > …, то точка х* = (М, 0, …, 0) является решением. Если (1'(М) < (2'(0), то нужно поделить М между первым и вторым элементами, добавляя ко второму до тех пор, пока не окажется (1'(х1) = (2'(х2) (а такой дележ обязательно есть, т.к. (1'(0) ( (2'(0) > (1'(М)). Пусть полученные х1, х2 таковы, что х1 + х2 = М и (1'(х1) = (2'(х2) = (. Тогда если ( ( (3'(0) > …, то х* = (х1, х2, 0, …, 0) ( решение. Иначе нужно делить М между тремя координатами, и т.д. Этот процесс закончится при некотором k ( n. ■

Функция возмущения.

Рассмотрим величину

V(p) = sup {f(x) | g(x) ( p, x ( G}

где р ( Еm ( параметр задачи выпуклого программирования.

Очевидно, V(() не возрастает по р: ( p' ( p'' V(p') ( V(p''). Кроме того, если f(() и gi(() ( вогнуты, то V(() также вогнута.

Свойства функции V(():

1.
((y)  
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Доказательство. С одной стороны, yg(x) ( py ( y ( 0, ( х(G: g(x) ( p, тогда
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следовательно 
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С другой: 
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2.
Если выполнено условие Слейтера, то (V(0) = ( Y*, где Y* ( множество решений двойственной задачи.

Доказательство. Пусть у* ( Y*. Тогда:

((у*) = 
[image: image242.wmf]V
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Таким образом, V(0) + y*(0 ( V(р) + y*(р   ( р(Еm. Тогда V(р) ( V(0) ( ( у*(р ( 0), следовательно, (( y*) ( (V(0).

Обратно, пусть (( y*) ( (V(0) для некоторого y* ( Еm. Тогда, выписывая приведенную выше цепочку в обратную сторону, получим  у* ( Y*. ■
3.
Производная по направлению:
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Дифференцируемость функции возмущения по параметру з.в.п.

Рассмотрим более общую параметризацию задачи выпуклого программирования:

V(t) = 
[image: image245.wmf]()

max

xRt

Î

f(x, t),

где R(t) = {x : gi(x, t) ( 0, i = 1, …, m; x ( G} ( множество допустимых векторов, t ( Rk ( векторный параметр задачи.

Предположим, что f(x, t)и gi(x, t) ( 0, i = 1, …, m ( вогнуты и конечнозначны на G при каждом t и существуют производные по направлению t0 + (l функций f(x, t)и gi(x, t), i = 1, …, m. Предположим также, что множества решений прямой (Х*) и двойственной (Y*) задач при t = t0 непусты и ограничены. Тогда:
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где L(x, y, t) = f(x, t) + yg(x, t) ( функция Лагранжа задачи.

Пример. Дана з.л.п:

V(t) = 
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где от параметра t зависит только один элемент матрицы А(t): 

aij(t) = 
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Найти 
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Решение. Функция Лагранжа в данной задаче имеет вид

L(x, y, t) =
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Тогда производная по направлению "1" при t0 = 0 равна:
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