Модель с перекрывающимися поколениями

Модель с перекрывающимися поколениями это модель равновесия в децентрализованной экономике. В отличие от модели Рамсея равновесие в этой модели не обязательно оказывается Парето–эффективным. Причина возможной неэффективности – конечность жизни каждого агента в рамках бесконечно долгой траектории развития всей экономики. В пределах своей жизни агент принимает решения относительно сбережений и потребления в соответствии с теорией жизненного цикла. 

Будем рассматривать простейшую (и наиболее популярную) постановку задачи в дискретном времени. Это однопродуктовая экономика (произведенный продукт может, как потребляться, так и инвестироваться), в которой есть много потребителей - домовладений и производителей-фирм.

§ 1. Постановка задачи

Домовладения
В жизни каждого агента выделяем два периода, молодость и старость. В молодости человек работает, а в старости отдыхает. В конце второго периода агент умирает. Потребляет же агент в оба периода. Поэтому, для того, чтобы можно было потреблять во втором периоде жизни, нужно сберечь часть продукта, заработанного в молодости (если нет правительства, которое осуществляет трансферты между поколениями).

В каждый период 
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 в экономике рождается новое молодое поколение. В период 
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 его представители становятся стариками. Таким образом, в каждый период 
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 в экономике живут два поколения: молодое, родившееся в 
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, и старое, родившееся в период 
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. Причем, число молодых людей превышает число старых в 
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 раз.

Каждый агент максимизирует полезность, получаемую на всем жизненном пути, которая зависит от потребления в оба периода жизни. То есть, делается важное предположение: агенты не заботятся о том, что будет после их смерти, то есть, нет альтруистического поведения по отношению к детям и, соответственно, наследства не существует. 

Жизненная функция полезности строится по аналогии с моделью Рамсея в дискретном случае, и норма межвременных предпочтений равна 
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где 
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— мгновенная функция полезности (предполагается, что она не меняется со временем),
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 — (среднедушевое) потребление поколения, родившегося в момент 
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, в первый период своей жизни,
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— потребление этого же поколения во второй период своей жизни.

Агент, родившийся в 
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, максимизирует функцию (1.1), исходя из следующих бюджетных ограничений.

Так как никто не заботится о молодом человеке, то единственным источником его дохода является труд. Каждый агент обладает одной единицей труда и, так как время не входит в функцию полезности агента, он поставляет свой труд на рынок труда неэластично. Поскольку в старости агент не сможет работать, то сбережения на старость 
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 он откладывает, будучи молодым:
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В старости агент потребляет свои сбережения и полученный по ним процент:
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где 
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 - процентная ставка, начисляемая в период 
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 по ссудам, данным в период 
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Фирмы

Описание производственного сектора в точности повторяет базовую неоклассическую модель Рамсея. 

Фирма производит товары, выплачивает зарплаты и платит рентную плату за капитал. 

Мы предполагаем, что фирма арендует капитал у домовладений, в собственности которых капитал находится.

Технологическая функция репрезентативной фирмы 
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 -- неоклассическая.

В удельных величинах на одного работника фирмы:
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 где 
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 - фондовооруженность.

Так как работать может только молодое поколение, то 
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 определяется на рынке труда , исходя из предложения рабочей силы молодым поколением. Соответственно, 
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 - это обеспеченность молодого поколения производственным капиталом. 

Для функции 
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 выполнены условия Инады (вогнутость, гладкость, 
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Каждый период фирма максимизирует прибыль
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выбирая занятость и фондовооруженность. Ранее оговорили, что, благодаря свойствам неоклассической функции, достаточно определить лишь оптимальный уровень фондовооруженности 
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При этом любой уровень занятости и зарплата, согласно
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гарантируют максимальный (нулевой) объем прибыли, получаемой конкурентной фирмой.

Амортизацию в явном виде мы не учитываем, так как полагаем, что она уже включена в производственную функцию, то есть производственная функция имеет смысл чистого выпуска.

Так как в экономике произведенный продукт и потребляется, и инвестируется, то цена потребительского товара равна цене инвестиционного товара и все величины измеряются в цене этого товара, то есть процентная ставка и зарплата- это реальные величины, а не номинальные.

Рассмотрение описанной выше экономики начинается с нулевого момента времени 
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, которое делает экзогенное накопление 
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. Тогда потребление старшего поколения в момент 
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Равновесие

Набор траекторий 
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 называется равновесием в модели с перекрывающимися поколениями, если выполнены следующие условия:

1. Рациональность потребителей

Потребление 
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 является решением задачи максимизации (1.1) на ограничениях (1.2), (1.3) при 
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2. Рациональность производителей
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 – решение задачи максимизации прибыли при 
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3. Выполнены балансовые условия равновесия на рынках

Труда : 
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Капитала: 
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Конечного продукта: 
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Переходя к удельным величинам в балансовых условиях, получаем
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Отметим, что нередко возникает необходимость в построении моделей, в которых агенты живут не два, а большее число периодов. Тогда возникает более сложная структура процентных ставок и балансовых условий, однако основные выводы не меняются.

Утверждение 1. Если в каждый момент времени выполнены бюджетные ограничения и баланс готового продукта, то из условия 
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 следует выполнение баланса на рынке капитала 
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 на равновесной траектории.

Доказательство:

Рассмотрим бюджетные ограничения потребителей, живущих в момент 
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Умножая (1.13) на 
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 и складывая полученное соотношение с (1.14), получаем:
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где подставили значение равновесной зарплаты.

Принимая во внимание балансовое условие на рынке продукта, получаем:
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или
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Так как для 
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 в силу условий теоремы правая часть (1.17) равна нулю, то 
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 выполнено для 
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Аналогичным образом, из балансовых условий на рынке капитала, выполненных 
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, следует выполнение баланса готового продукта на равновесной траектории. Поэтому часто при решении используется лишь баланс на рынке капитала, а материальный баланс выполняется автоматически.

§ 2. Динамика модели

Рациональность производителя: 
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Подставив 
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 в виде (2.1) в условие 
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Из решения задачи потребителя получим сбережения 
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(2.3)
Подставляя это соотношение в условие баланса на рынке капитала (1.12), получаем:
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Если это соотношение однозначно разрешимо, то оно определяет 
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 и, следовательно, позволяет полностью описать траекторию развития экономики.

Замечание. Принимая 
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 за независимую переменную, можно получить соотношение, аналогичное (2.4), но в терминах фондовооруженности, то есть найти зависимость 
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Исследуем эту траекторию на устойчивость. Для этого нам нужно знать поведение 
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откуда получаем выражение для 
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Чтобы понять, какой знак имеет эта производная, проанализируем знаки частных производных 
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. Для этого обратимся к бюджетным ограничениям потребителя. Складывая ограничения (1.13) и (1.14) получим, что:
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Если потребление в оба периода - это нормальный товар, то рост заработной платы 
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 (при неизменных остальных параметрах) должен приводить и к росту потребления 
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. Нормальность потребления в оба периода обеспечивается сепарабельностью функции полезности. Отсюда следует, что рост 
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 должен приводить к росту сбережений, а следовательно 
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, то числитель в (2.7) положителен.

Посмотрим на знаменатель. Естественно думать, что сбережения возрастают с ростом процентной ставки. При самых общих предположениях гарантировать такой результат не удается. Если же спрос обладает свойством валовой заменимости, то этот вывод верен. Действительно, увеличение 
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Таким образом, при сделанных предположениях 
[image: image108.wmf]0

1

>

+

t

t

dk

dk

.
(2.9)
Стационарный режим

Для определения стационарного уровня фондовооруженности 
[image: image109.wmf]*
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, запишем условие (2.5) в точке 
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В общем случае – это нелинейное уравнение, поэтому не исключено, что стационарных режимов может быть несколько.

Для того, чтобы стационарный режим был устойчивым (или локально устойчивым, если стационарных режимов несколько),
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 должен быть меньше единицы.

Из общих предположений устойчивости всех режимов не следует (хотя можно показать единственность стационарного режима и его устойчивость для некоторых классов функций полезности, например, степенной и логарифмической). Можно лишь утверждать, что если количество стационарных режимов четно, то половина из них устойчива, а половина — нет, а если нечетно (2*n+1), то количество устойчивых режимов равно n или n+1.
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§ 3. Оптимальность равновесной траектории?

Перейдем к исследованию оптимальности равновесных траекторий в модели с перекрывающимися поколениями.

Для этого проанализируем сначала равновесное состояние модели.

В стационарном режиме 
[image: image113.wmf]t
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, поэтому условие материального баланса запишется следующим образом:
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(3.1)
Обозначим левую часть через 
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пропорционально совокупному потреблению обоих поколений в стационарном режиме) и рассмотрим производную 
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В нашей модели в зависимости от параметров и функций возможны любые ситуации: 
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 может быть как меньше, так и больше, либо равно 
[image: image121.wmf]n

.

1. Рассмотрим случай, когда 
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. Это означает, что уменьшение капитала ведет к увеличению совокупного потребления. Тогда возникает возможность централизованного вмешательства, которое приведет к Парето-улучшению. Суть этого вмешательства - «проесть» часть капитала. Это позволит увеличить совокупное потребление и, следовательно, благосостояние потребителей. 

Действительно, пусть в момент 
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 сумели уменьшить фондовооруженность на 
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 относительно стационарного состояния и затем останемся при этом новом, меньшем, уровне фондовооруженности навсегда. Это позволит увеличить потребление совокупное в момент 
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. Это позволит увеличить и агрегированное потребление в последующие моменты времени.

Таким образом, в модели с перекрывающимися поколениями Парето-оптимальность (или эффективность) не всегда имеет место.

Подобную ситуацию мы наблюдали в модели Солоу, при слишком высоких уровнях нормы сбережения. В этой же модели, где агенты решают оптимальные задачи, тем не менее, тоже возможна ситуация перенакопления, и, соответственно, динамическая неэффективность. Причина – короткий интервал жизни отдельного агента.

2. В случае  
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 можно доказать, что стационарная траектория эффективна.

3. Случай 
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 представляет собой «золотое правило». В нем достигается максимум совокупного потребления среди всех стационарных режимов.
Задача центрального планирования

Для того, чтобы обсуждать оптимальные свойства равновесных траекторий в общем случае, нужно построить соответствующую централизованную модель. Возникает вопрос- что взять в качестве целевой функции центрального планировщика? Если репрезентативный агент живет бесконечно долго, то его целевую функцию можно использовать для решения задачи центрального планирования. Если же общество живет бесконечно долго, а отдельный агент - лишь 2 периода, то не ясно, как взвешивать полезность отдельных агентов в агрегированной полезности общества. То есть, это сложная и неочевидная задача. Поэтому попытаемся хотя бы ответить на вопрос, является ли равновесная траектория Парето оптимальной.

Определение. Траектория 
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 называется Парето оптимальной, если она удовлетворяет балансовому ограничению и не существует другой допустимой траектории, для которой не было хуже ни одному поколению и хотя бы одному из поколений было бы лучше.

Напомним следующий факт из микроэкономики.

Пусть имеется конечное число 
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 агентов, полезность каждого из которых задана функцией 
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. Какие точки множества 
[image: image136.wmf]Z

 будут соответствовать Парето оптимальным состояниям?

Возьмем числа 
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Если эта задача имеет решение, то соответствующее 
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 задачи) представляет собой Парето оптимальное состояние.

Более того, если 
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– вогнутые функции, то любой Парето-оптимум можно найти как решение данной задачи при некоторых 
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Для того, чтобы воспользоваться этими утверждениями, мы должны перейти к конечному числу поколений в нашей модели.

Рассмотрим модель с конечным горизонтом 
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В момент 
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 молодое поколение, зная, что момента 
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и баланс продукта в момент 
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имеет вид:
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(3.5)

За исключением условия (3.5) определение равновесной траектории в задаче с конечным горизонтом планирования ничем не отличается от определения равновесия в бесконечной задаче.

Теорема

Пусть 
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 – равновесные траектории потребления и фондовооруженности в модели с перекрывающимися поколениями с конечным горизонтом 
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 и начальным уровнем капитала 
[image: image153.wmf]*

1

1

k

k

=

.

Причем равновесные уровни процентной ставки и зарплаты равны, соответственно,


[image: image154.wmf])

(

*

*

t

t

k

f

r

¢

=

, 
[image: image155.wmf](

)

[

]

T

t

k

r

k

f

w

t

t

t

t

,

1

*

*

*

*

Î

"

-

=

.
(3.6)

Обозначим 
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где положим по определению 
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Тогда 
[image: image158.wmf]траектория 
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 является решением следующей задачи планирования:
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при ограничениях
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начальных условиях 
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и конечных  
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Отметим, что критерием задачи планирования является взвешенная сумма функций полезности поколений. При этом веса определяются согласно формулам
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Таким образом, исходя из теоремы, мы можем утверждать, что если имеется равновесие на конечном временном интервале, то соответствующие равновесные траектории потребления и фондовооруженности являются решением оптимальной задачи (3.9)-(3.12). Поскольку веса, входящие в оптимизируемый функционал (3.9), положительны, то отсюда следует, что на конечном временном интервале равновесная траектория является Парето оптимальной, или, говоря иначе, равновесная траектория эффективна.

При доказательстве теоремы показывается, что условия первого порядка оптимальной задачи выполняются на равновесной траектории. Для конечной задачи с заданными граничными условиями (и «хорошими» функциями) выполнение условий первого порядка будет и необходимым, и достаточным условием оптимальности.

Если же мы будем переходить к бесконечному горизонту планирования, то естественным образом возникает условие трансверсальности, обеспечивающее оптимальность бесконечной траектории.

Можно показать, что множители Лагранжа 
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 оптимальной задачи (3.9)-(3.12) имеют вид:
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где 
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 - процентная ставка на равновесной траектории.

Тогда, при переходе к бесконечному горизонту планирования, условие трансверсальности оптимальной задачи принимает вид  
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Рассмотрим случай, когда, начиная с некоторого момента 
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Тогда, если 
[image: image175.wmf]t
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 ограничено, то условие трансверсальности будет выполняться, а соответствующая равновесная траектория будет являться эффективной. Ограниченность траектории фондовооруженности в оптимальной задаче естественным образом вытекает из неоклассических свойств производственной функции. Так как при бесконечно большой фондовооруженности предельный продукт капитала равен нулю 
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, то с точки зрения общественного благосостояния (3.9) лучше уменьшить фондовооруженность, тем самым увеличив функционал (3.9). 

Касс (Cass) в 1972 году доказал, что необходимым и достаточным условием эффективности равновесной траектории является следующее условие:
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общий критерий Касса.

Отсюда непосредственно следует, что если в стационарном состоянии равновесной траектории выполнено условие 
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, то равновесная траектория эффективна. Если же 
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Централизованная задача с постоянной нормой дисконтирования

Рассмотрим другой вариант задачи централизованного планирования. В рассмотренной задаче (3.7) норма дисконта 
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, вообще говоря, переменная величина, что создает определенные проблемы при интерпретации и оценке. Поэтому изучим задачу, в которой центральный планировщик максимизирует полезность 
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 поколений, дисконтируя полезность каждого последующего поколения по сравнению с предыдущим, исходя из некоторой постоянной нормы 
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Максимизация функционала (3.17) осуществляется на ограничениях (3.10)-(3.12).

Если ЦП больше заботится о последующих поколениях, чем о настоящем, то 
[image: image184.wmf]R

 - отрицательна, если меньше, то положительна.

Запишем Лагранжиан этой задачи, обозначив через  
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- множитель Лагранжа ресурсного ограничения в момент 
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Условия оптимальности имеют вид:
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[image: image194.wmf]Дополняя их балансовыми и краевыми условиями, получаем необходимые и достаточные условия оптимальности задачи ЦП.

Подставляя 
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 из (3.19) в (3.20):
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Записав (3.19) для 
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 и подставив в (3.21):
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Сравнивая (3.22) и (3.23), находим связь между 
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 и 
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 (то есть, потреблением одного и того же агента в молодости и старости):
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а это не что иное, как условие рациональности агента на равновесной траектории децентрализованной задачи.

Однако, эквивалентность решений централизованной и децентрализованной задач отсюда еще не следует. Если в централизованной модели (3.17) подсчитать ставку заработной платы потребителя, то она окажется вовсе не той, которая фигурировала в модели равновесия, то есть, по сути, в централизованной модели не выполняется бюджетное ограничение потребителя.

Посмотрим на условия, определяющие стационарный режим задачи ЦП. Положив 
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, перепишем условие (3.22) и (3.23): 
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Материальный баланс в стационарном режиме имеет вид
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То есть, фондовооруженность на оптимальной траектории не зависит от функции полезности 
[image: image209.wmf]u

 и от индивидуальной нормы временных предпочтений 
[image: image210.wmf]q

, а определяется производственной функцией 
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, темпом роста населения 
[image: image212.wmf]n

 и централизованной нормой временных предпочтений 
[image: image213.wmf]R

.
Более того, из соотношения (3.26) следует:
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 - аналог модифицированного золотого правила.

Если 
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R

, то есть сегодняшнее поколение ЦП любит больше завтрашнего, то динамической неэффективности нет, так как 
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Если все поколения для ЦП одинаково ценны, то в модели достигается золотое правило.

Отметим, что для широкого класса ситуаций имеет место устойчивость стационарного режима. При этом, типичная траектория капитала задачи с горизонтом планирования 
[image: image217.wmf]T

 имеет следующий вид.
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Если время бесконечно, то со временем капитал стремится к уровню 
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Теорема о магистрали.

Для всякого ((0 существуют 
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 имеет место неравенство 
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 таких, что 
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. То есть вне (-окрестности стационарного уровня капитала 
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 слева и справа траектория проводит не более, чем 
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Это утверждение верно и для бесконечных горизонтов планирования.

Замечания
1. Естественно, такое утверждение верно только для достаточно больших горизонтов времени (
[image: image229.wmf](
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. Если 
[image: image230.wmf]T

 мало, то можно рассматривать другой процесс – процесс скользящего планирования. Он подразумевает, что в каждый последующий момент времени мы заново решаем задачу планирования на период 
[image: image231.wmf]T

 (фиксированный) при имеющихся начальных запасах, которые все время меняются в зависимости от предыдущих шагов. При этом порождается траектория с нетривиальными свойствами. В нашем курсе этот раздел не изучается.

2. Данная теорема верна в широком классе моделей для случая однопродуктовой экономики. Однако, если мы будем моделировать экономику многопродуктовую, то для выполнения соответствующей теоремы необходимо существенно сузить диапазон возможных значений нормы дисконтирования в максимизируемом функционале, а именно 
[image: image232.wmf]R

 должно быть близко к 0.

Если 
[image: image233.wmf]R

 неотрицательно, то результат теоремы о магистрали верен и для траекторий потребления 
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 и 
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Ранее отметили, что доходы потребителей в оптимальной задаче с постоянной нормой общественного дисконта 
[image: image236.wmf]R

 не соответствуют доходам на равновесной траектории, поэтому равновесную траекторию нельзя воспроизвести с помощью оптимальной с постоянным 
[image: image237.wmf]R

. Оказывается, изменив постановку задачи потребителя в децентрализованной модели, можно, в принципе, получить эквивалентность между централизованной задачей (3.15) и модифицированной централизованной.

Например – ввести заботу о детях в децентрализованной задаче. 
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