Модель оптимального экономического роста Рамсея

Централизованный вариант
· Модель Солоу предполагает фиксированную норму сбережения, то есть поведение агентов- потребителей в экономике Солоу задано экзогенно.
·  Что определяет норму сбережения? Рамсей отвечает на этот вопрос, определяя норму сбережения (не обязательно постоянную) в рамках оптимальной задачи потребителя.

 § 1.  Задача центрального планирования в закрытой экономке.

Общая постановка задачи: центральный планировщик максимизирует благосостояние населения на заданном ресурсном ограничении экономики.

Ресурсное ограничение центрального планировщика

- Односекторная производственная технология: произведенный товар либо потребляется, либо инвестируется в производство.

- Два фактора производства, труд  
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 и капитал 
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:

· капитал амортизирует с постоянным темпом 
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· население растет с постоянным темпом 
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– неоклассическая производственная функция. Для упрощения вычислений мы будем считать, что 
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 пренебрежимо мало, либо внесем амортизационные отчисления непосредственно в производственную функцию (при этом условие линейной однородности сохраняется) 
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· Ресурсные ограничения центрального планировщика в агрегированных переменных (как и в модели Солоу)
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В удельных переменных ресурсное ограничение:
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где 
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или
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Благосостояние центрального планировщика

ЦП максимизирует агрегированное благосостояние потребителей. Каждый член общества живет бесконечно долго. При этом
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мгновенная полезность одного (репрезентативного) потребителя (instantaneous utility function): вогнутая и гладкая, 
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(стандартная функция 
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- дисконт полезности (rate of time preferences), (
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Агрегируя и дисконтируя полезность агентов на бесконечном временном интервале, ЦП максимизирует функционал
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Так как население растет с постоянным темпом 
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, перепишем (1.12) 
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и, заменяя  
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(в дальнейшем штрих при 
[image: image27.wmf]q

 опустим ).

Таким образом, задача ЦП состоит в максимизации функционала (1.15) на ресурсном ограничении в экономике (1.8) и условиях неотрицательности (1.9)

Если заданы начальные запасы капитала в экономике К0, то мы можем найти единственную оптимальную траекторию.

Важные замечания.

1. Если 
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 измеряем в деньгах, тогда возможным значением 
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 оказывается действующий процент.

2. Функция полезности неизвестна. Но возможен параметрический подход.

3. Нет ограничения на знак производной 
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, то есть капитал можно проесть.

4. Почему мы представляем экономику как управляемую неким  центральным планировщиком, а не как конкурентную рыночную экономику, в которой есть рынки труда, капитала и товара? Оказывается, командный оптимум воспроизводит равновесное распределение ресурсов, достигаемое  конкурентной экономикой без трений. 

5. Функция 
[image: image31.wmf](

)

c

u

 не инвариантна относительно произвольного монотонного преобразования. Она инвариантна только относительно линейного преобразования.

Можно заметить, что условия (3) в действительности не нужны. Если мы их отбросим, то решение не станет отрицательным в силу условий на функции 
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6. Исследование модели
Условия оптимальности

Гамильтониан задачи
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где 
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- сопряженная переменная.

Обозначим 
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Условия трансверсальности:
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Принцип максимума: условия (1.8), (1.9), (1.18), (1.19) являются достаточными условиями оптимальности.

1. Смысл сопряженной переменной: теневая стоимость капитала.

Обозначим значение функционала (1.15) на оптимальной траектории через
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2. Смысл условия трансверсальности становится очевидным, если мы докажем достаточность условий принципа максимума для оптимальности траектории.

Пусть 
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 EMBED Equation.3  [image: image46.wmf]t
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 - траектория, удовлетворяющая принципу максимума. 
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- соответствующая сопряженная переменная.
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 - произвольные траектории, доступные согласно ресурсному ограничению и условиям неотрицательности.

Из (1.16) следует:
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Умножим (1.25) на 
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 и сложим с (1.22), затем проинтегрируем на интервале (0,Т):
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Ресурсные ограничения на рассматриваемых траекториях
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Воспользуемся вторым уравнением, входящим в принцип максимума.
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В (1.26) подставляем ресурсные ограничения (1.27), а затем используем соотношения (1.29) и (1.30). 
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Т.к. начальные условия одинаковы на обеих траекториях, то 
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Переходим в соотношении (1.31) к пределу при 
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>0, то выполнение условия трансверсальности (1.19) является достаточным для оптимальности траектории 
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Утверждение доказано!

Таким образом, 
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 можно интерпретировать как стоимость капитала в момент 
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, то есть условие трансверсальности означает, что не имеет смысла на бесконечности хранить капитал положительной стоимости: проедание этого капитала увеличивает полезность общества.

§ 2.  Анализ решения модели
Модель Рамсея:
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Уравнение Эйлера

Применим принцип максимума к модели Рамсея.

Из (1.18) получаем:
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Исключим из этих уравнений 
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уравнение Эйлера – Лагранжа для нашей задачи.

Используя соотношение (2.4) перепишем условие трансверсальности (1.19):
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Таким образом, уравнения (2.6) и (2.7) представляют собой необходимые и достаточные условия оптимума задачи Рамсея.

Замечание: принцип вариационного исчисления

В принципе, уравнение (2.6) можно получить непосредственно из основного уравнения вариационного исчисления.

Подставим выражение для потребления 
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 из ресурсного ограничения (2.2) непосредственно в функционал (2.1). Введем обозначение 
[image: image118.wmf])

(

c

u

e

U

t

×

-

=

q


Тогда уравнение Эйлера (принципа вариационного исчисления):
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Отсюда непосредственно получаем соотношение (2.6).

Зачем в этом случае применять принцип максимума ?

1)  Оценки 
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 хорошо интерпретируются и придают больше содержательности условиям первого порядка.

2)  Условие трансверсальности из классической задачи вариационного исчисления мы не получим.

Правило Кейнса- Рамсея

Уравнение Эйлера в виде (2.6) имеет важную экономическую интерпретацию. Это соотношение также называется правилом Кейнса-Рамсея и означает, что предельная норма замещения равна предельной норме трансформации на оптимальной траектории.

Рассмотрим два момента времени 
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 в силу того, что  
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Левая часть (2.9) – это предельная норма замещения потребления на оптимальной траектории 
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Предположим, что мы находимся на оптимальной траектории потребления и накопления капитала 
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, в то время как потребление в этот промежуток времени происходит согласно оптимальному режиму 
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капитал вернем потребителям в течение промежутка 
[image: image138.wmf]t

D

, начиная с момента времени 
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.
Так как изначальная траектория потребления была оптимальна, то при достаточно малых величинах 
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 благосостояние потребителей не должно измениться, то есть
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То есть, отношение величин изменения потребления в моменты 
[image: image143.wmf]t

 и 
[image: image144.wmf]s

, при которых полезность потребителя не меняется, должно удовлетворять соотношению:
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Это и есть предельная норма замещения потребления.

Посмотрим на эволюцию капитала в нашем эксперименте.

Так как капитал, накопленный в производстве сверх оптимального уровня в первый интервал 
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, будет дальше расти с темпом 
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Отношение 
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и есть предельная норма трансформации капитала в производстве.

С другой стороны, чтобы в экономике не происходило потерь, должны выполняться соотношения:
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Исключая 
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 и 
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 из соотношений (2.11), (2.13) и (2.14), получаем соотношение (2.9).

Дифференцируя это соотношение по 
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 и переходя к пределу при 
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, мы получим уравнение Эйлера (2.6).

Таким образом, при оптимальном распределении ресурсов в экономике и, соответственно, на траектории оптимального роста, предельные нормы замещения и трансформации совпадают.

Дальнейшая модификация уравнения Эйлера

Перепишем уравнение Эйлера (2.6) в следующем виде:
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 имеет несколько экономических интерпретаций:
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 — это величина, обратная к эластичности предельной полезности 
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2) 
[image: image166.wmf])

(

c

s

 — это величина, обратная к коэффициенту относительного отвращения к риску (relative rate of risk aversion):
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Пример функции с постоянной эластичностью предельной полезности и постоянным коэффициентом относительного отвращения к риску
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3) 
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  – это мгновенная эластичность межвременного замещения (intertemporal elasticity of substitution):
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Смысл эластичности межвременного замещения – желание замещать потребление в момент 
[image: image173.wmf]t

 потреблением в момент 
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.

Эластичности предельной полезности 
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 соответствует графическая интерпретация- чем выше 
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, тем выше кривизна функции полезности. То есть, предельная полезность велика при малых уровнях потребления и мала при больших. Очевидно, что в этом случае потребитель будет предпочитать сглаженное потребление и будет против любого дополнительного межвременного замещения потребления.

Таким образом, 

· малые значения 
[image: image177.wmf]s

, высокая кривизна функции полезности, высокие значения 
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, 
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 малая склонность к межвременному замещению потребления.

· высокие значения 
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 (в пределе 
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), низкая кривизна функции полезности, низкие значения 
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 (в пределе 
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, линейная функция полезности) 
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 большая склонность к межвременному обмену потребления (в пределе- полное безразличие к моменту потребление- главное- количество)

Динамика модели Рамсея

Стационарные состояния модели Рамсея

Перепишем модифицированное уравнение Эйлера (2.15) в следующем виде: 
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Динамика накопления капитала, в свою очередь, определяется соотношением (2.2)
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Предположим, что функция полезности удовлетворяет условию 
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Тогда возможно 3 стационарных режима, в которых 
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1)  «Тривиальный»
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2) «Нетривиальный, плохой»
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3) «Модифицированное золотое правило»
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Сравним этот режим с «золотым правилом»: стационарным режимом, в котором фондовооруженность 
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 такова, что достигается максимально возможное в этой экономике потребление 
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Таким образом, в силу убывания предельного продукта капитала
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Почему в модели, в которой потребление выбирается оптимальным образом недостижимо золотое правило? Причина- нетерпеливость потребителей, сегодняшнее потребление для них более ценно, чем завтрашнее.

Важные замечания.

1) Стационарный режим «модифицированное золотое правило» не зависит от вида функции полезности. Он зависит только от нормы межвременных  предпочтений и  производственной функции. (Но! Этот результат верен только для однопродуктовой модели.)

2) 
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 можно интерпретировать как реальный процент. Т.о. в стационарном состоянии    
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что позволяет оценивать величину 
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.

§ 3.  Переходная динамика в модели Рамсея

Необходимые и достаточные условия оптимальности траектории модели Рамсея:
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  -  уравнение Эйлера,
(3.1)
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  -  ресурсное ограничение модели ЦП
(3.2)
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  -  начальный запас ресурсов в экономике
(3.3)
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  -  условие трансверсальности
(3.4)

(где 
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Теорема
Оптимальная траектория (т.е. удовлетворяющая условиям (3.1)-(3.4)) существует.
Замечание. Для каждого 
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 условия (3.1)-(3.4) определяют оптимальные траектории 
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 будут решением модели Рамсея с начальным условием 
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Нарисуем фазовую диаграмму, соответствующую уравнениям (3.1) и (3.2).
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Стационарные состояния:
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- тривиальное
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- нетривиальное, плохое
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- модифицированное золотое правило.
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- точка, соответствующая золотому 




правилу.

Все фазовое пространство (положительный квадрант) разбивается на 4 области линиями 
[image: image221.wmf]0
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:

область I: c возрастает, k возрастает;

область II: c возрастает, k убывает;

область III: c убывает, k убывает;

область IV: c убывает, k возрастает.

В области IV выделим также 2 под-области, правее и левее уровня фондовооруженности, соответствующего «золотому правилу» 
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Замечание: мы предполагаем, что темп роста населения n больше нуля (если n=0, то кривая dk/dt=0 не имеет максимума).

Покажем, что оптимальная траектория, определяемая соотношениями (3.1)-(3.4), сходится к точке 
[image: image225.wmf]E

. Для этого сформулируем и обсудим несколько утверждений.

Утверждение 1. Траектория, начинающаяся в области II, может быть определена только на конечном временном интервале, так как она достигает ось 
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 за конечное время. 

Продифференцируем уравнение (3.2) по времени: 
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(3.6)

То есть, 
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Следовательно, 
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и за конечное время удельный капитал на траектории, описываемой соотношениями (3.1) и (3.2), и начинающейся в области II фазовой диаграммы неизбежно достигнет нулевого значения.

Из этого утверждения следует, что траектория, являющаяся решением модели Рамсея с начальным условием 
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, должна начинаться в области I.

Утверждение 2. Оптимальная траектория модели Рамсея не может пересечь ось 
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Действительно, из уравнения Эйлера (3.1) следует 
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Замечание. Теоретически возможен случай, когда выражение под интегралом обратится в минус бесконечность, и тогда утверждение 2 окажется не верным. Этот случай мы не рассматриваем.

Утверждение 3. Из областей I и III траектории, определенные на бесконечном временном интервале, попадают либо в точку 
[image: image233.wmf]E

, либо в область IV, либо в точку 
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.

Утверждение 4. Все траектории из области IVa уходят в область IVb.

Утверждение 5. Все траектории из области IVb сходятся в точку А.

Доказательство. Интегрируя уравнение Эйлера вида 
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получаем
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Согласно условию 
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С другой стороны, из (3.2) следует
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Предположим, что при этом 
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 и траектория не достигает максимально возможного уровня фондовооруженности. Тогда 
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Так как при 
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 также стремится к бесконечности. То есть в какой-то момент 
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 неизбежно превзойдет уровень 
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 не представляется возможным, а, следовательно, наше предположение о том, что 
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 неверное. То есть из области IVb траектория сходится в точку 
[image: image252.wmf]A

.

Утверждение 6. Вдоль траектории, сходящейся в точку 
[image: image253.wmf]A

, не выполняется условие трансверсальности.


Доказательство. Если траектория сходится в точку 
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, то, начиная с какого-то момента времени, 
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Умножив левую и правую части на 
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, и, устремляя время к бесконечности, получим
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То есть, не выполнено условие трансверсальности.

Таким образом, единственной траекторией, на которой выполнены необходимые и достаточные условия оптимума модели Рамсея, является траектория, сходящаяся к точке 
[image: image259.wmf]E

.

Таким образом, если начальный капитал ниже уровня 
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, то потребление в начальный момент нужно выбирать среди точек области I, если же 
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, то среди точек области III. Если начальное потребление выбрано правильно, то при 
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 экономика придет в точку модифицированного золотого правила 
[image: image263.wmf]E

.
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Множество таких «правильных» точек, гарантирующих приход экономики в стационарное состояние точку 
[image: image264.wmf]E

, образуют седловую траекторию. Попав на седловую траекторию, экономика продолжает в дальнейшем двигаться вдоль нее к точке 
[image: image265.wmf]E

.

Покажем формально, что точка 
[image: image266.wmf]E

 - седловая точка, по крайней мере, локальная.

Линеаризуем систему уравнений (3.1) и (3.2) в окрестности точки 
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Найдем характеристические корни этой системы уравнений:
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Положительный корень 
[image: image271.wmf]2
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 соответствует расходящейся ветви седла, в то время как отрицательный корень 
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 - сходящейся:
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Таким образом, стационарная точка 
[image: image274.wmf]E

 представляет собой локальное седло. Доказывать то, что точка 
[image: image275.wmf]E

 является также и глобальной седловой точкой, мы не будем. 

Возникает вопрос: что будет, если начальное потребление было выбрано неверно?
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Формально: не будет выполнено условие трансверсальности или нарушится условие неотрицательности. Если потребление изначально было завышено, уйдем в недопустимую область; если занижено – придем к нулевому потреблению и максимальной фондовооруженности.

В централизованной экономике - ЦП, решая задачу оптимизации населения, будет (по крайней мере, должен) принимать во внимание достаточные условия максимума.

В децентрализованной экономике - сможет ли рынок правильно сориентировать агентов и направить их на единственно правильную траекторию? Этот вопрос мы будем рассматривать в рамках децентрализованной модели Рамсея.
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