Теория игр ( математическая теория принятия решений в конфликтных ситуациях. Поясним, что такое конфликтная ситуация.

Модели принятия решений, изучаемые теорией оптимизации: ЛПР выбирает свою стратегию из заданного множества 
[image: image1.wmf]S

, задана функция 
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Задача принятия решений: найти 
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Отличие конфликтной ситуации: решение  принимается несколькими участниками, функция выигрыша каждого индивидуума зависит не только от его стратегии, но также и от решений других игроков.

Основной моделью конфликтной ситуации является игра в нормальной форме.
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 ( множество участников или игроков; 
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 ( множество допустимых стратегий игрока 
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 ( ситуация игры, возникающая в результате выбора всеми игроками своих стратегий; 
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 ( выигрыш игрока 
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 в ситуации 
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Нормативный и дескриптивный подходы.

Нормативный: теория дает рекомендации, как следует действовать в той или иной конфликтной ситуации.

Позитивный: теория пытается описать, как на самом деле происходит взаимодействие между игроками.

Важнейший принцип принятия решений:

Равновесием Нэша в игре 
[image: image13.wmf]G

 называется набор стратегий 
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 такой, что для каждого игрока 
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 его стратегия 
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 удовлетворяет условию:
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[image: image18.wmf]a
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 обозначает набор, в котором все компоненты, кроме стратегии игрока 
[image: image19.wmf]a

, совпадают с 
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, а стратегия 
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Равновесие Нэша ( такой набор стратегий, от которого ни одному из игроков не выгодно отклоняться индивидуально.
Правило принятия решения: в конфликтной ситуации каждому участнику следует использовать стратегию, которая входит в равновесие Нэша.
Проблемы существования, единственности и эффективности.

Биматричная игра: 
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Функции выигрыша: 
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где стратегиям первого игрока соответствуют строки, а стратегиям второго игрока ( столбцы.

Пример 1. Покупатель приходит на рынок за яблоками. У продавца (игрок 1), две стратегии: "честность" и "обман". Покупатель также имеет две стратегии: "поверить" и "проверить".

Матрицы выигрышей:
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Упражнение 1. Проверить, что если элементы в матрицах выигрышей игроков связаны соотношениями
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то в игре не существует равновесий по Нэшу.

Пример 2 («Игра на координацию»). Игроками являются два водителя, которым надо проехать через перекресток. Две стратегии: использовать правило "пропустить помеху справа" или правило "пропустить помеху слева".
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Упражнение 2.  Проверить, что при выполнении соотношений


[image: image34.wmf]÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

Ù

Ú

1

22

1

21

1

12

1

11

j

j

j

j

,  
[image: image35.wmf]÷
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в игре всегда существует два равновесия Нэша.

Пример 3 («Дилемма заключенного»). Игроками являются два находящихся под следствием человека. Две стратегии: сознаться в совершенном преступлении или не сознаваться.

Матрицы выигрышей:
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 ( для первого игрока, 
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Точки равновесия Нэша могут быть неэффективны в том смысле, что за счет отклонения обоих игроков от точки равновесия Нэша можно улучшить выигрыши каждого из них.

Упражнение 3.  Проверить, что при выполнении соотношений
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в игре всегда существует единственное равновесие Нэша. Доказать, что любая 
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 игра, в которой 
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, относится к одному из указанных трех типов.

Оптимальные по Парето ситуации

Пусть задана игра 
[image: image42.wmf](
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. Набор стратегий 
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 называется Парето-оптимальным, если для любого  
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Обоснование равновесия Нэша как нормативного принципа. Формально принцип оптимальности – отображение 
[image: image46.wmf]O
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Дескриптивный подход.

Гипотеза рациональных ожиданий: каждый экономический агент правильно прогнозирует поведение остальных и выбирает свою стратегию с учетом этого прогноза оптимальным образом. Тогда 
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Достаточные условия существования равновесия Нэша в игре с бесконечными множествами стратегий
Необходимые математические понятия
· Подмножество 
[image: image53.wmf]X

 линейного пространства называется выпуклым, если для любых 
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 также принадлежит 
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· Подмножество 
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 Евклидова пространства размерности 
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 – компакт тогда и только тогда, когда 
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 замкнуто и ограничено.
· Функция 
[image: image60.wmf](

)

x

f

 называется квазивогнутой, если для любых 
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· Определение вогнутой функции: для любых 
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Примеры вогнутых функций:
1) линейная функция 
[image: image67.wmf](
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2) квадратичная функция 
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Теорема 1. Пусть 
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Теорема 2. (Теорема Какутани.) Пусть 
[image: image77.wmf]Z

 выпуклый компакт линейного метрического пространства конечной размерности, 
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 ( замкнутое выпуклозначное  точечно-множественное отображение из 
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Необходимые определения.

Для любого 
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 ( выпуклозначно, если для любого 
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 ( замкнуто тогда и только тогда, когда оно непрерывно.

Теорема 2 показывает, что для любого непрерывного отображения выпуклого компакта в этот компакт существует неподвижная точка 
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Доказательство Теоремы 2 для 
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 замкнутое. Это противоречит определению 
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Упражнение 4. Показать, что условия выпуклости, замкнутости и ограниченности 
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 существенны.

Доказательство Теоремы 1.
Определим: 
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Лемма 1. Для любой непрерывной квазивогнутой функции 
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По Теореме 2 существует неподвижная точка 
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О вычислении равновесий Нэша
Для данной игры 
[image: image121.wmf]G

 для 
[image: image122.wmf]A

a

Î

 отображение 
[image: image123.wmf])

(

s

a

F

 фактически зависит от 
[image: image124.wmf]a

A

s

\

 и определяет множество наилучших ответов на стратегии партнеров. Поиск равновесий Нэша сводится к решению системы 
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Смешанное расширение игры в нормальной форме
Смешанная стратегия игрока 
[image: image130.wmf]a

 определяется как вероятностное распределение 
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Смешанным расширением игры 
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 и функциями выигрыша 
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Теорема 3. Для любой конечной игры 
[image: image150.wmf]n

 лиц 
[image: image151.wmf]G

 существует равновесие Нэша в смешанном расширении 
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Утверждение 1. Набор смешанных стратегий 
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Вычисление равновесий в смешанных стратегиях для биматричных игр
Рассмотрим игру с матрицами: 
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Обозначим


[image: image164.wmf](

)

þ

ý

ü

î

í

ì

=

=

³

=

=

å

=

1

,

,

1

,

0

|

,...,

1

1

m

i

i

i

m

p

m

i

p

p

p

p

P



EMBED Equation.3[image: image165.wmf](

)

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

=

=

³

=

=

å

=

1

,

,

1

,

0

|

,...,

1

1

n

j

j

j

n

q

n

j

q

q

q

q

Q


Выигрыш игрока в 
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Введем обозначения:
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Тогда выигрыши игроков можно переписать в виде:
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Утверждение 2. Пара 
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 является равновесием Нэша в смешанном расширении 
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Доказательство. От противного. Т.е. первый игрок использует неоптимальную чистую стратегию: 
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Найдем стратегию первого игрока 
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, которая дает ему больший выигрыш, чем 
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Положим:
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При этом ожидаемый выигрыш игрока увеличится.

Утверждение 2 позволяет свести поиск равновесий в смешанных стратегиях к решению систем линейных уравнений и неравенств.

Обозначим 
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(3а)







(3б)

Проблема в том, что множества 
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 заранее не известны. В общем случае необходим перебор всевозможных подмножеств множеств 
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Рассмотрим алгоритм поиска равновесий Нэша в чистых стратегиях. Пусть игра задается матрицами
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Отмечаем максимальные элементы в каждом столбце первой матрицы, отмечаем максимальные элементы в каждой строке второй матрицы, а затем ищем пересечения. Найденные таким образом элементы являются равновесиями Нэша в чистых стратегиях.

Утверждение 3. Для поиска крайних точек множества равновесий Нэша достаточно перебирать квадратные подматрицы исходных матриц, т.е. только 
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Выпишем системы (3а) и (3б) для 
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Система (3а) примет вид:
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Решение существует, если 
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Для системы (3б), из которой вычисляется смешанная стратегия второго игрока, все рассуждения проводятся аналогичным образом.

Упражнение 5. Найти смешанную стратегию первого игрока 
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Рассмотрим задачу поиска равновесий Нэша для игры размерности 3х3:

Шаг 1: поиск равновесий Нэша в чистых стратегиях.

Шаг 2: необходимо перебрать в матрице 3х3 все подматрицы размера 2х2. Всего возможно 3х3=9 способов выбрать пару 
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. Необходимо составить и решить системы (3а) и (3б) для каждого из этих 9 вариантов.

Шаг 3: осталось исследовать случай, когда 
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Вычисление полне смешанного равновесия

Равновесие называется вполне смешанным, если все чистые стратегии используются с положительными вероятностями. В общих предположениях (для «почти любой биматричной игры») вполне смешанное равновесие может существовать, только если 
[image: image205.wmf]2

1

S

S

=

, т.е. если 
[image: image206.wmf]n

m

=

.

Введем вектор 
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Если 
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 не вырождена, то, умножив обе части первого уравнения в (4) на 
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Аналогично 
[image: image212.wmf](

)

(

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

F

×

F

=

-

-

I

I

I

q

1

1

1

1

,

.

Проблема перебора.

Упражнение 6. Оценить число квадратных подматриц у матрицы 
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соотв-ет  левой части второго уравн-я системы (3а″)
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соотв-ет правой части второго уравн-я системы (3а″)
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